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PRÉFACE. 



Malgré le grand nombre d'ouvrages qui ont été 
publiés sur la Géométrie élémentaire et dont quel- 
ques-uns sont très recommandables , Tétude de cette 
science ne laisse pas que d'offrir encore aux élèves 
bien des difficultés. Il a semblé à l'auteur qu'elles 
pouvaient être aplanies , et c'est dans l'espoir d'y 
contribuer qu'il s'est décidé à faire paraître un nou- 
veau traité sur cette matière. 

Des études approfondies, un long professorat et 
des observations répétées à chaque instant lui don- 
naient le droit y sans doute, de faire cette tentative; 
mais quel qu'en puisse être le résultat , il a été mù 
par une autre pensée, celle que le public ne saurait 
qu'applaudir aux efforts tentés en faveur d'une 
science aussi généralement utile. 

^on intention n'a donc pas été de s'adresser aux 
hommes versés dans les Mathématiques, pour lesquels 
cet ouvrage eût été inutile , mais à ces élèves qui au 
début d'une carrière ont besoin d'apprendre jus- 
qu'aux plus petites choses, et pour qui un ouvrage 
élémentaire ne saurait offrir trop de détails. 

Éviter la confusion, rejeter le superflu, distribuer 
la matière d'après un ordre rationnel et facile à 
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saisir^ et par- dessus tout, présenter les démonstra- 
tions avec cette clarté et cette, précision qui seules 
sont accessibles à une intelligence peu exercée ; tel 
est le but qu'il s'est proposé d'atteindre. 

U serait inutile de détailler ici le plan de l'ouvrage : 
l'inspection de la table suffira pour en donner une 
idéç. Quant aux matières neuves qui y sont traitées, 
l'auteur attend le jugement d'un public éclairé, avec 
cette confiance qu'inspire nécessairement un ouvrage 
consciennenx. " 
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INTRODUCTION. 



Les élèves qui veulent passer immédiatement de l'étude de 
l'Arithmétique à celle de la Géométrie ont besoin d'avoir 
quelques lïotions préliminaires qui vont faire le sujet de cette 
introduction. 

Des Signes et de leur emploi. 

Lorsqu'on soumet les nombres aux opérations de l'Arithmé- 
tique , on leur fait éprouver des modifications qui ne permet- 
tent plus de reconnaître les rapports qui lient les résultats 
obtenus aux données de la question proposée. Ainsi l'emploi 
de ces nombres devient insuffisant dans les sciences qui, 
comme l'Algèbre et la Géométrie , ont pour but principal de 
découvrir les relations qui existent entre les quantités dont 
elles s'occupeut. C'est pourquoi l'on fait tvsage alors de carac^ 
ières qui , dans leurs combinaisons ^ puissent laisser en évi- 
dence la marche que chacun d'eux a suivie , et donner par là 
des résultats également applicables à tous les cas analogues à 
celui de la question que l'on a traitée. 

Ces caractères sont ordinairement les lettres de l'alphabet, 
A.^ B, G, X, Y, Z. Ainsi ^ pour nous, ces signes repré- 
senteront des grandeurs; ce seront tantôt des distances, 
tantôt des volumes, etc. 

Mais ces quantités devront être soumises au calcul; et 
comme sous cette forme elles ne sauraient se prêter aux opé- 
rations que Ton eflFectue sur les nombres , il a fallu inventer 
des signes pour y suppléer. Ces signes sont : 
-^r- (oto) pour l'addition. Ainsi quand on veut exprimer 
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viij INTRODUCTION. 

qu'une quantité A doit être ajoutée à une autre quantité B, 
oh écrit A + B. 

-^ (moins) pour la soustraction. Ainsi, pour marquer la dif- 
férence qui existe entre les quantités A et B, on pose 
A — B. 

X (rmdtiplié par) pour la ntultiplicfttion. En sorte que AxB 
désigne le produit des deux quantités A et B. 

Enfin j pour indiquer la division / on place les deux ^ 
quantités Tune sous Vautre , comme pour les fractions ' 
ordinaires , en les séparant par un trait ,* ou bien l'une à 

côté de l'autre en posant deux points entre elles. Ainsi ^ 

et A : fi représentent également le quotient de là division 
de A par B. 
= ( égal à ) pour exprimer l'égalité. Quand on écrira A = fi , 
on annoncera donc par là que la quantité A a la même 
valeur que la quantité B. De même A+B = C — D ex- 
prime que la somme des quantité^ A et B est égale à la 
différence des deux autres G et D. 
^ ou bien < est le signe de llnégalité.,0n le place entre deux 
quantités pour annoncer qu'elles ne sont pas égales, et 
pour plus de clarté , l'on convient de mettre la plus petite 
du côté de la pointe. Ainsi A> B désigne que la quantité A 
est plus grande que la quantité B , et D <^ G exprime que D 
est plus petit que G. 

On peut poser indifféremment A>B ou bien B< A. 

Lorsqu'on veut marquer qu'aune quantité est élevée au 
carré , c'est-â-dire multipliée par elle-mérae, on Vaffecte 
du chiffre 2 qu'on place après et en haut de cette qiïan— 
tité. Ainsi A"" représente le carré de A , ou bien le produit 
A X A. Ge signe porte le nom à'exposant. 

De même pour indiquer qu'une quantité est élevée au 

cube , on Taffecte de l'exposant 3, en sorte que A^ est la 

même chose que le produit A X A X A. 

V/ {radical). Ce siy,ne sert à indiquer Tex traction de la 

racine carrée ; ainsi \/A représente la racine carrée de A, 
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INTRODUCTION. ïx 

et |/A-fB — C celle de A-#-B — C. Par conséquent on 
peut poser V/ A* = A. 

Ce même signe s'emploie aussi pour la racine cubique ; 
maiâ pour distinguer celle-ci de l'autre , on Taffecte de 

3 3 _ 

Vindiee 5, comme ci-api*ès j/ . C'est ain^i que ^/A et 

3 

1/A — B désignent les racines cubiques de A et de A — B ; 

donc V^A^ = A. 

Lorsque diverses quantités sont réunies les unes aux autres 
au moyen des signes -f" ^t ; — ^ on les désigne en particulier 
par le nom de terme. Celles qui sont précédées du signe 4" 
sont appelées termes pmi tifs y et si c'est le signe — qui les pré-- 
cède on les nomme termes négatifs. Un terme écrit sans 
signe est toujours censé positif. 

Quelquefois une quantité composée de plusieurs termes doit 
pourtant être employée comme si elle n'en formait qu'un 
seul, et alors, pour éviter toute confusion, on la renferme 
entre deux parenthèses : ainsi pour indiquer l'addition des 
quantités A + BetD— C on écrit ^ A + B) +(D— C) ; af 
Ton voulait les retrancher on poserait (A + B) — (D — G); 
leur produit s'exprimerait par ( A + B) X ( D — C) , ou bien 

(A + B) (D — C); enfin leur quotient, par t^t — t^, ou bien 

(U — l; 

A + B 
D — C 

On comprend aussi que l'expression (A+B— C)"* indique 
le carré de A+B — C, ou bien de la quantité que l'on obtient 
lorsque de la ^ouime [des deux quantités A et B on retranche 
la quantité C. 

Mais lorsqu'on ne fait pas usage de parenthèses , les signes 
qui précèdent les divers termes sont soumis à des lois qu'il 
importe de connaître. 

Ainsi soit proposé d'ajouter les quantités A, B, C ; on écrira 
A+B+C. Mais si l'on voulait ajouter A et B— -C, il faudrait 
observer que A doit être augmenté de la différence qui existe 



Digitized 



by Google 



X INTitOeUCTIOH. 

entre B e^G; c'est-à-dire qu'il doit augmenter de B 6ldinii-« 
nuer de G, en sorte que Ton aurait pour sompue A + 3 — C. 
De là cette règle que , pour 4i4dkiofiner des quantités affectées 
des signes + e< — , il faut les écrire à la suite les unes des 
autres avec leurs signes respectifs. 

D'après ce principe , la somme de A— B et de — D+E— F 
seraA — B — D + E — F. 

Si l'on avait à ajouter plusieurs fois une quantité à elle- 
même y on abrégerait l'écriture en plaçant devant cette quan- 
tUé un nombre qui indiquât cette addition ;, ainsi , au liea 
d'écrire A+'A •+• A , on posem 3Â. De même 7(A — B) repré- 
sentera sept fois la difiPérence A^-.B. Ce nombre, placé ainsi 
comme facteur devant une quantité, s'appelle son coefficient. 

Passons maintenant à la soustraction. 

Si l'on voulait retrancher B de A ou poserait A — B ; mais , 
si c'était B — D qu'il fallût retrancher, on devrait écrire 
A — B+-D; en effet, la quantité A ne doit diminuer que de la 
différence qui existe entre B et D , c'est-à-dire diminuer de B 
et augmenter de D; ainsi la quantité à soustraire change de 
signe. Par conséquent , pour retrancher des quantités affectées 
des signes -f et — (f autres quantités , il faut les écrire à la.suit& 
de celles'-ci , dn ayant soin de changer les signes des termes à 
soustraire. 

On voit par là que A — B diminué de M — N-f-P donne pour 
reste A— B— M-hN — P. 

Les résultats fournis par l'addition et la soustraction sont 
quelquefois susceptibles de réductions. Si l'on avait, par 
exemple, à faire la somme des deux quantités A — B et B + C, 
on poserait , d'après la règle connue , A — B + B -(- C ; mais 
— B et + B se détruisent mutuellement et peuvent être ef- 
facés ; ainsi cette somme se réduit à A -|- €. 

De même 3 A — 4^ ajoutés à 5A 4- aB donnent 
SA — ^B + Sk + zBj ce qui se réduit à 8A — aB; car ajouter 
trois fois A et ensuite cinq fois , c'est l'ajouter huit fois, 
tandis que retrancher quatre fois B et l'ajouter deux fois re- 
vient à les- retrancher deux fois seulement. 
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Il existe aussi des règles pour les signes dàn» la multipK- 
cation et la dirision des quantités //K^i^ife^/ uiais leur appli- 
cation n'étant pas usitée en Géométrie, nous renvoyons aux 
traités d'Algèbre. 

Des égalités. 

D'après l'emploi des lettres tel que nous l'avons fait ci- 
dessus, il est facile de concevoir qne des expressions très 
différentes en apparence , peuvent cependant être égales au 
fond. Lorsque cela a lieu , si l'on réunit ces quantités par le 
signe =, on formera ce qu'on nomme des égalités. 

Par exemple, si la somme des deux quantités A et £ est 
égale à la différence C — D augmentée de la quantité E , on 
pourra poser l'égalité 

A + B = C — D + E. 

Une] égalité se compose de deux membres. Tout ce qui est 
à gauche du signe = s'appelle le premier membre, et ce qui 
est à droite porte le nom de second membre. Chaque membre 
peut d'ailleurs renfermer un ou plusieurs tenues. 

Les égalités jouissent de quelques propriétés importantes 
que nous allons faire connaître. 

i**. Soit l'expression A =^B-f-C qui indique que la quan- 
tité A ^st égale à la somme des d^ix autres B et G. Si l'on 
retranchait C du second membre , le reste B serait plus petit, 
que le premier membre A de toute la quantité G. Ainsi, pour 
rétablir l'égalité , il faudra diminuer A de cette même quan- 
tité, c'est-à-dire écrire A — G= B. Par là le terme G a changé 
de membre , mais on voit qu'en même temps il a changé de 
signe. X 

Soit de tnéme A + B = C , si l'on efface B le premier membre 
deviendra plus petit que le second de la quantité 6 , et pour 
que l'égalité puisse persister , il faudra faire subir la même 
diminution à C eu posant A = C — B. 

On prouver«ait également que A — B=D revient à A==:D+B, 
et que A — G -j- E =: D est la njême chose que A — D = C ^- E. 
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Ceci prouve donc que Fon peut toujours faire passer un 
terme d'un membre dans Vautre, pourvu qu*on l* écrive dans 
cet autre aifec un signe contraire à celui qu* il avait d^ abord. 

a?. En second lieu, soitrégalité A + B=:G -f-B. Il est 
bien évident que le terme B commun aux deux membres peut 
être supprimé. sans que Tégalité soit détruite ^ et qu'ainsi on 
aura AcsG. 

De même Végalité A=:G donnera , en ajoutant une même 
quantité M à chacun de âes membres , A 4- M=? G -f M. 

Donc on peut toujours augmenter ou diminuer d^ une même 
quantité les deux membres d'une égalité sans la détruire. 

3^ Soit A=6; si Von rendait eu même temps chaque 
membre un même nombre de fois plus grand ou plus petit, 
l'égalité ci-dessus^ ne cesserait pas d'avoir lieu ; ainsi elle 

A B 

pourra devenir évidemment AxN = BxNou bieu g = -g* 

De même Tégahté ^ =D revient à A=DxB, car c'est 

multiplier chaque membre par B. 

A C 
L'égalité -0 — -k donne d'abord, en multipliant par B, 
B D 

C X B 
A = — --,— , et ensuite en multipliant, par D, AxD=:iGxB^. 

Il résulte de là que Fon peut multiplier ou diviserenméme 
temps tes deux membres dune égalité par une même quan» 
tité , sans altérer F égalité. 

4*. Maintenant, si Ton a deux égalités quelconques et qu'on 
les ajoute ou bien qu'on les retranche membre à membre, 
les résultats fournis par les deux premiers membres seront 
évidemment égaux à ceux produits par les seconds, en sorte 
qu'ils constitueront encore des égalités. Ainsi A=B et Ms=:N 
donneront eh les ajoutant, l'égalité A+Mi=B-|-N, et en les 
retranchant l'égalité A — M ==: B — N. 

De même, si Ton multiplie ou si l'on divise ces ^alités 
membre à membre , le produit et le quotient des deux pre- 
miers membres ne pourront pas être différens du produit ou? 
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du quotient des deux seconds membres , en sorte que Ton 

A B 
aura encore les e'galités AXM=BxNet=rj = -=r, 

5*. Une égalité étant donnée , on peut élever ses deux mem- 
bres au carré ou au cube > ou bien en extraire les racines, 
sans que T^lité cesse d'avoir lieu ; car il est évident que sî 
deux racines sont égales , leurs puissances de même rang le 
seront aussi, et que lorsque ces dernières le sont, les racines 
qui les ont produites doivent l'être également. Ainsi A=B 
donnera A*=B% A?=zB\ et i/Â = \/B revient à A = B. De 
même A = C — D donne \/A==z \/C — D. 

6®. Enfin , observons encore que si deux égalités avaient 
un membre commun , les deux autres membres formeraient 
une nouvelle égalité; car si l'on a par exemple A=rB— G 
et A=D+N , il faut nécessairement que B — Gss D 4-N. 

Tout ce que nous venons de dire pour les égalités s'applique 
aussi aux inégalités ) c^est-à-dire à la réunion de deux mefn" 
bres inégaux, £n effet , si l'on fait subir en même temps un 
même changement à chaque membre , la relation qui existait 
auparavant entre les deux membres ne pourra pas avoir été 
altérée , et par conséquent ils seront inégaux après comme ils 
Vêtaient en principe. Ainsi l'on peut augmenter ou diminuer 
d'une même quantité les deux membres d'une inégalité sans 
qu'elle cesse d'avoir lieu. On peut aussi les multiplier ou les 
diviser par une même quantité , etc. Ainsi l'inégalité A^B— >D 
donncA-|.M>B— D-fM;etA<BrevientàAxN<BxN 

^A ^B 

etàjj<jf. 

Enfin , pour faire passer un terme d'un membre dans un 
autre sans altérer l'inégalité , il suffira de l'écrire dans cet autre 
avec un signe contraire à celui qu'il avait auparavant, ainsi 
A < B + G donne A — G < B. 
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Des proportions. 

Toutes les propriétés reconnues en arithmétique entre 
quatre nombres qui sont en proportion , existent également 
pour quatre lettres qui seraient dans le même cas; mais 
comme les élèves, peu familiarisés avec ces derniers carac- 
tères , pourraient avoir quelque peine à leur appliquer les 
démons tratious , il est à propos d'exposer ici la théorie des 
proportions littérales. Son importance d'ailleurs est telle qu'on 
ne saurait trop s'y appesantir. ♦ 

On donne le nom de rapport au résultat de la comparaison 
de deux grandeurs. Mais les quantités abstraites , comme les 
nombres, ne peuvent fournir que deux espèces de rapports ; 
car. on ne peut les comparer que pour savoir de combien l'une 
surpasse l'autre , ou combien de fois l'une contient l'autre. 

Pour le premier cas , il faut effectuer une soustraction , et 
le résultat obtenu, ou la différence, porte le nom de rap^ 
port par différence , ou bien rapport arithmétique. 

Dans le second cas il faut faire une division , et le quotient 
obtenu est dit rapport par quotient , ou rapport géométrique. 

Ce dernier est le seul dont nous allons nous occuper, et on 

le désigne ordinairement par le mot rapport simplement. 

Ainsi , lorsque nous parlerons du rapport.de deux quantités , 

il faudra toujours entendre que c'est le quotient de leur 

division. 

A 

= , ou bien A : B expriment donc le rapport ou le quo~ 

tient de A par B. 

ïl suffit de comprendre la théorie de la division pour recon- 
naître que des quantités, d'ailleurs très différentes, peuvent, 
quand on les compare deux à deux, donnner le même rapport : 
or, lorsque cette particularité existe entre quatre quantités, on 
l'exprime en disant que ces quantités sont proportionnelles , 
ou bien qu'elles forment une proportion. 

Une proportion estfionc la réunion de deux rapports égaux f 
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|)ar conséquent y si le quotient de À par B est le même que 
celui de G par D, les quatre quantités Â, Q, G, D seront pro- 
portionnelles; et pour indiquer cetie proportion , on Fécrira 
de la manière suivante : 

A : B :: G : D , ou bien 4=5. 

Ces quantités Â y B, G, D sont appelées les quatre termes de 
la proportion; ceux des extrémités A et D portent le nom dV:r- 
trémes, et les intermédiaires B et G sont dits moyens. On 
nomme encore aniécédens le premier terme A, et le troisième G , ' 
qui sont les deux dividendes j tandis que les deux autres B et D 
s'appellent les conséquens. 

Toute proportion jouit d'une propriété fondamentale d'où 
découlent toutes les autres. Elle consiste en ce que le pro~ 
àuît des extrêmes est toujours égal au produit des morens. 

Pour la démontrer , prenons la proportion générale 

A : B :: G : D qui revient à 5 = ^i 

Si nous réduisons ces delix fractions au même dénominateur 
en multipliant les deux termes de chacun par le dénominateur 

de l'autre , nous obtiendrons l'égalité ^^ — ^^^, Mais 

ici le dénominateur étant le même dans les deux membres 
on pourra le supprimer sans altérer Tégalité;' par consé- 
quent , A X 1) = G X B ; c'est-à-dire que , quels que soient 
A, B, G, D, il faut, pour qu'il y ait proporlionentre eux , que 
le produit A X D des extrêmes soit égal au produit G X B des 
moyens. 

Réciproquement. Lorsque le produit de deux quantités est 
égal à celui de deux autres , ces quatre quantités forment une 
pioportion. Gar, si AxD=2BxG, on aura, en divisant 

parD, A= -~-, et ensuite en divisant par B, il viendra 
Jj = "5 > q«i est la même chose que la proportion A : B : : G : D. 
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Ainsi l'égalité de produit entre les moyens et les extrêmes , 
est en même temps le caractère et la condition dVxistence 
d'une proportion ; par conséquent , on pourra faire subir à 
une proportion tous les changemens qui ne détruiront point 
cette égalité. 

D'abord, il sera permis de transposer ses termes pour 
leur faire occuper successivement toutes les places; car isi^ 
dans la proportion A : B :: G : D , on change de place les 
moyens, et ensuite les extrêmes , on obtiendra les transfor- 
mations suivantes : * 
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dans lesquelles il y a toujours proportion , puisque ce sont 
toujours les mêmes facteurs qui composent les produits des ex- 
trêmes et des moyens. 

Mais, avant d'aller plus loin, observons que la propriété 
fondamentale d'une proportion donne le moyen de retrouver 
un des termes de cette proportion dans le cas où l'on n'en 
connaîtrait que trois; c'est-à-dire de déterminer une quatrième 
quantité qui , avec trois autres données d'avance , forment une 
proportion. 

En effet, soient A, fi, C I^s quantités connues, et x Vin-" 
connue qui doit former le quatrième terme de la proportion 

A : B :: C : or. 

Puisque cette proportion doit exister, il faut que le produit 
de l'extrême connu A par l'extrême inconnu x soit le même 
que celui des deux moyens ; ainsi Ton devra avoir l'égalité 

AX*:=BXC, d'où x=^. ♦ 
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C'est-à-dire que pour connaître x^ il faut diviser le produit 
des deux mqjrens par C extrême canna. . 

On prouverait pareillement que , si Tinconnue x était un 
moyeu , il faudrait , pour robtenir, diriier le produit des ex- 
trêmes par le moyen connu. 

Dans tous les cas , cette valeur de x ainsi déterminée s'ap- 
pelle une quatrième proportionnelle géométrique aux trois 
quantités A , B , C. 

Il arrive quelquefois , dans uue proportion , que lei moyens , 
ou bien les extrêmes , sont égaux , comme , par exemple , dans 
la proportion A : B ::B : G. 

Alors, en faisant le produit des extrêmes et des moyens, on 
obtient Végalité B" = A X C, qui donne , en extrayant la ra- 
cine carrée de chaque membre , B st |/AxC» 

Dans ce cas , on dit que le terme B est mqjren proportionnel 
entre A et C. Ainsi , une moyenne proportionnelle géométrique 
entre deux quantités est égale à la racine carrée du produit 
de ces quantités. 

Cette proposition fournit le moyen de trouver une moyenne 
proportionnelle à deux quantités données. ' 

Passons maintenant aux autres propriétés dout jouissent les 
proportions. 

I®. Si , dans une pmportion, les deux termes d^un rap - 

port sont égaux entre eux , il faudra que les deux termes de 

r autre le soient aussi. Car si Ton aA:A::B:C, ou bien 

A B 

- = -, il faut nécessairement,. pour que cette égalité puisse 

exister, queC = B. 

2**. DansMtne proportion j lorsque les antécédent sont égaux, 
il faut que les conséquens le soient aussi : car A : B :: A : C, 
revient , en changent les laoyens de place , à A : A :: B : C , 
d'où B =» C. 

3". Si deux proportions ont un rapport commun, leurs 
autres rapports formeront une proportion nouvelle; car ces 
dernieffs étant chacun en particulier égaux h un même rap- 

if 
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port, devront être égaux entre eux. C'est ainsi qaè. . « 

A : B :: c : D et A : B :: M : N donnent c : D :: M : N. 

4®. Lorsque deux proportions ont les mêmes antécédehs , 
leurs conséquens sont proportionnels ." en effet , si Ton a 

A : B :: C : D et a : m :: c : n, 

et que Ton change les moyens de place ^ on retombe dans le 
cas précédent ; car on obtient 

A : C :: B : D et a : c :: m : Nj 
d'où B : D :: M : n, 

ou bien B : M :: D : N. 

Il en serait de même pour les antécédens , si c'était les con- 
iséquens qui fussent égaux. 

5". Si deux proportions ont les mêmes moyens , leurs car- 
trêmes formeront une proportion : car , dans ce cas , ces 
-extrêmes donneront deux produits égaux entre eux. Ainsi> 
soient 

A : B :: C : D et m : B :: c : Nj 

ces proportions donnneront les produits égaux 

AxD = BxCet MxN = BxC: 
donc AxD = MxN, ce qui revient à 

A : M :: N : D, ou bien M : A :: D : N. 

Observons que les deux termes qui appartiennent à la même 
proportion doivent former ou les deux moyens , ou les deux 
extrêmes de la proportion finale. 

Si c'était les extrêmes qui fussent égaux do^ns les deux pro^- 
portions données, nous aurions trouvé également que les 
moyens étaient proportionnels. 

6®. On peut multiplier ou diviser les deux termes d^ un rap^ 
port par une même quantité, sans altérer ce rapport. En eflTet, 
le quotient d'une division ne change pas lorsqu'on multiplie 
ou que l'on divise ses deux facteurs par un même nombre ; car 
par là y le dividende et le diviseur devenant un même nombre 
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de fois plus grands ou plus petits , conservent la même relation 

entre eax ; ainsi le rapport ^ est égal à -^ — |^. Si donc on a 

A C 
la proportion A : B :: C : D qui devient ô ^= f}» ^^ poum^ 

AxN G 
lamplacer A et B par A X N et Bx N» et poser jgrrj?. = -g » 

ce qui donne A X N : Bx N :: C : D. 
On aurait de même A : B; !; C X N : D X N, et par suite 

AxNrBxN ::CxN:DxN. 

Ce qui prouve que l'on peut multiplier ou diviser les quatre 
termes d'une proportion^ ou bien les deux termes d'un de ses 
rapports seulement, par une même quantité, sans détruire 
cette proportion^, 

7^. On peut multiplier ou diviser les deux antécédenspar 
une même quantité , sans détruire une proportion^ 

Soit la proportion A : B :: C :,Diqui devient^ en cbangeaiit 
les moyens de place, A : C :: B : D. 

Mais y puisqu'on peut multiplier on divber les deux pre-r 
miers. termes d'une proportion sans l'altérer , cette, derûjièrç 
donnera 

AxN:CxN::B:D; 

et, si Ton transpose .les moyens , on obtiendra enfin 

A X N : B :: C X N : D. 

Ce qu'on dit pour les antécédens. s'applique amc conséqnens ; 
sdnsi l'on aurait pareillement 

A : B X N :: C : d x n. 

8^. Lorsqu'on multiplie deux propori^ns ^ êôrmé'à terme, 
les produits obtenus forment une nouvelle proportion. 
Soient les proportions 

A : B :: c :.d et m : N :: p : q 

qui reviennent aux égalités 
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A _ C , . M _ P 
B"~ D ^* N -Q' 

A M 
Si l'on multiplie les deux premiers membres , ^ et ~,run 

par l'autre , on devra obtenir le même produit qu'en multi^ 

C P 
pliant les deux aecoods membre |r- et jr*» ^'^ ^^ ^^^ 

teurs employés dans chaque cas s6nt ^aux : ' 

- AXM CxP 

onauradonc g_-.«=g^; 

et par conséquent 

, A X M : B X N :: C X P : D X Q. 

On prouverait de même qu'on pçut. les diviser terme à 
teni^e. 

Il est facile dVtendre ce principe à un nombre quelconque 
dô proportions , et de démontrer qu'en les multipliant terme 
à terme , les quatre produits obtenus donneront toujours une 
prop(Nrtk>n. 

g**. Lorsqu'on élhsfe les quatre termes dune proportion au 
carré ou au cube > leurs puissances sont encore proportion»- 
nettes. 

Gela^ résulte du cas précédent ; car élever une proportion k 
une puissance , c'est la multiplier terme à .terme par elle- 
même. Ainsi donc 

A» ; l ;; % ; d- 

10®. Lorsqu'on extrait la racine carrée ou la racine cubique 
des quatre termes é^ une proportion , les résultats obtenus for^ 
mer^nt une -maire proportion ^ «ar, s'il en était aiHrement , les 
puissances de ces raçities» c'estnà-'dire teurs produits, ne pour- 
raient pas être proportionnels. Ainsi * 

A : B :: C : D doimera VA : /B :: |/g : Vd. 

\v^^ La somme des deux premiers termes d'une proportion 



Digitized 



by Google 



INTRODUCTION. vxj 

esl, à Vun d'eux, comme la somme des deux derniers est 4 itn 
de ces derniers {anàïoffie au premier). En effet, soit la pro- 
portion A : B :: c : d. 

Si l'on ajoute le conséquent B à Tantëcédent A , la somme 
A + B contiendra B une fois de plus que ne le contenait A 

A+B 
tout seul , ainsi 1^ rapport ■ sera plus fort d'une unité que 

le rapport = ; de même, si Ton ajoute le conséquent D à l'an- , 

técédent G , le rapport 'T sera plus fort d'une unité que la 

rapport^, 

A+D C+B , « . 

Par conséquent , on aura — ~ — = ' , toutes les fois que 

A C 

que == -sr , et par suite 

A + B : B :: C 4- D : C- * 

On aurait de même A + B : A :: C+ D : C. • 

Enfin, on démontrerait que cette même propriété existe 
pour la différence, et que Ton a également 

A — B : B :: C — D ; D, 
À — B : A :: c — b : c. 

12". Dans une proportion, la somme ou la différence des 
aniécédcns est à la somme ou à la différence des conséquens , 
comme un çiHé^dent €st à son cowséquônt. 

Soit la proportion A : B :: G : D; 
si nous changeons les moyens de place, elle deviendra. 

A : G :: B : ï); 

et en appliquant à cette dernière la propriété ci-defllsiii., nou» 
aurons 

A +c : C :: b+d : d, et a — c : c :: B— d : d. 

Maiotenatit, si nous transposons encore les moyens, nous 
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obtiendrons: 

A + c : B + D :: c : D :: A : b, 
A — c : B — D :: c : D :: A : B; 

ce qui prouve renoncé de la question. 
Enfin , on tire encore de ces dernières 

A4-C:B + D::A — c:B — Dj 

ce qui apprend , de plus , que la somme des antécédens et la 
somme des conséquens sont entre elles, comme la différence 
des premiers est à celle des derniers. 

Lorsqu'on a une suite de rapports égaux , tels que 

g = -r = - = =., etc. , on les écrit de .la manière 

suivante : 

A : B :: C : D :: E : F :: G : H, etc. 

Cette suite jouit de toutes les propriétés que nous venons de 
démontrer pour une proportion simple ; mais il suffit de si- 
gnaler ici la plus utile : ainsi, en ne considérant que le^ 
quatre premiers termes , nous aurons d'abprd , en vertu du 
n" 12. 

A + ç : B + D :: C : D; 

mais, comme C ; D ;: E : F, nous pourrons poser 

A 4- C : B + D :: E : F. 

Celle-ci donnera pareillement , par suite du numéro cité ,. 

A + C + E : B + D + F :: E : F, 

et à cause de la relation E ; F :: G : H, nous aurons 

AH-c + E:B + D4.F::G:H; 

d'où 

A + C + E : B + D + F + H :: G : H :: A : B. 

Attendu qu'on pourrait pousser cette marche à l'infini , il 
est donc démontré que : 

Dans une suite de rapports égaux , la somme des antécé^ 
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dens est à la somme des conséquens , comme un aniéeédeni est 
à son conséquent. 

Voilà tout ce qu'il importe de connaître pour Fintelligence 
des démonstrations géométriques. 

Observation. Les lettres que nous avons employées ci-dessus 
peuvent représenter comme nous l'avons dit , des quantités 
quelconques ; mais il faut supposer , en général, que ces quan- 
tités ont été comparées à leurs unités respectives , et alors les 
lettres A , B, G, etc. , exprimeront des nombres qui seront d'ail- 
leurs entiers ou fractionnaires , commensurables ou incommen- 
surables , mais sur lesquels on pourra effectuer les opérations 
de l'arithmétique. 

Définitions. 

Pour terminer cette introduction, nous allons donner la 
définition des noms particuliers qui servent à désigner les di- 
verses espèces de questions dont nous aurons à nous occuper 
dans ce cours. Ce sont les suivans : 
Proposition, On donne , en général , le nom de proposition à 

renoncé d'une question quelconque. 
Axiome, On appelle ainsi une proposition évidente par elle- 
même , et qu'il suffit d'énoncer pour que l'esprit en aperçoive 
de suite l'exactitude. 
Théorème. Le théorème est une proposition vraie en elle- 
même, mais dont l'évidence ne devient sensible qu'à la 
suite d'un raisonnement qui lui sert de preuve , et qu'on 
appelle démonstration. 
Problème, On donne le nom de problème à une question dont 
le but est de découvrir certaines quantités inconnues, au 
moyen d'autres quantités données. Le résultat obtenu est 
la solution du problème. 
Lemme. Un lemme est une vérité destinée à servir de fonde- 
ment à une autre proposition , et sur laquelle repose la dé- 
monstration d'un théorème, ou la solution d'un problème. 

/ 
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Corollaire, On nomme ainsi la conséquence qui résulte immé-* 
diatement d'une proposition. 

Scolie, Ce mot désigne une remarque à laquelle donne lieu 
une proposition. Cette remarque est destinée à faire aper- 
cevoir les liaisons qui existent entre cette proposition et 
d'autres antérieures , ainsi qu'à en faire ressortir l'utilité. 

Hypothèse, L'hypothèse est une supposition de laquelle on 
part pour arriver à la démonstration d'un principe. 

Réciproque, Une proposition énoncée en sens inverse d'une 

autre , eu est la réciproque. 

Les vérités géométriques se déduisent d'un petit nombre 
d'axiomes qui servent de fondement à la démonstration de 
tous les principes , et que nous allons faire connaître. 

Axiomes, 

i^. Un tout est plus grand que sa partie. 

2^. Le tout est égal à la somme de ses parties. 

3**. Deux quantités respectivement égales à une troisième 
sont égales entre elles. 

4°. Deux: quantités égales , augmentées ou diminuées à la 
fois d'une même quantité , donnent des résultats égaux. 

5^. Entre deux points donnés , il ne peut exister qu'un seul 
chemin qui soit le plus court. 

Oh pourrait multiplier le nombre des axiomes , mais la 
rigueur de la science exige y au contraire , qu'on le restreigne 
tintant que possible. 

C'est pourquoi les géomètres s'attachent à démontrer cer- 
taines vérités qui paraissent palpables au premier abord ; 
et cela , par é^rd pour leur importance et pour les nom- 
breuses applications auxquelles elles sont destinées. 

Le géomètre doit douter de tout ce qui ne lui est pas ri- 
amoureusement démontré ; il faut même qu'il soit exigeant et 
lévère dans les preuves qui lui sont présentées , et qu'il ne se 
rende qu'à l'évidence parfaite. 
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NOTIONS PRELIMOVAIRES. 

I . Âv;ant d'entreprendre Tëtude d'une science , il est né- 
cessaire de connaître la valeur précise des principaux termes 
qu'elle emploie; mais il deviendrait superflu de donner, dès 
le début , une longue série de définitions dont la plupart 
seraient mal comprises ^ et q«i surchargeraient inutilement la 
mémoire des élèves. 

Nous nous bornerons donc à exposer ici les notions géné- 
rales qui doivent servir à fixer nos idées, et nous prendrons 
pour règle de ne définir les termes spéciaux que là où le 
besoin s'en fera sentir. 

a. CoBPS. Nous reconnaissons l'existence de la matière aux 
impressions diverses qu'elle produit sur* nos sens, lesquelles 
constituent ses propriétés. Cette matière se présente à nous 
subdivisée en un nombre presque infini de parties distinctes 
qui possèdent des caractères individuels au moyen desquels 
nous les concevons isolées les uiies des autres. Or, chacune de 
ces parties est un corps. 

3. Espace. Le mot é! espace représente à notre esprit le 
vide absolu , l'infini dans tous les s^ns. 

4. Étendue. On donne le nom d^étendue à une portion de 
l'espace , limitée 1 mab dégagée de toute matérialité. 

1 
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5. Volume:. Le volume d'un corps est la portion d'espace 
que ce corps occupe. 

Il existe cette difierence entre les mots étendue et volume, 
que ce dernier entraîne avec lui l'idée du corps auquel il 
appartient » tandis que l'étendue a un sens abstrait. Gepen^ 
dant le volume d'un corps s'appelle aussi quelquefois son 
étendue , sa capacité, 

6. Dès que nous nous représentons un corps quelconque , 
nous reconnaissons en lui une certaine forme., et nous avons 
une idée de sa longueur, de sa largeur et de sa hauteur ou 
épaisseur, lesquelles ont été appelées les trois dimensions de 
ce corps. Ces dimensions sont quelquefois bien distinctes, 
comme, par exemple, dans une caisse, une pièce de bois 
équarrie ^ etc. \ mais souvent elles sont confuses , comme on 
le voit dans une pierre brute , une boule , etc. Cependant on 
admet, en Géométrie , que l'étendue a trois dimensions , parce 
que leur considération satisfait aux besoins de la science. 

7. Surface. On donne )ë nom de surface à la limite exté- 
rieure des corps , à ce qui les sépare du reste de l'espacé. 

La surface a donc nécessairement la forme du corps auquel 
elle appartient ; et comme cette dernière varie à Finfini , on 
voit qu'il existe une infinité de surfaces différentes. 

Le mot de surface exclut absolument toute épaisseur, 
toute matérialité ; et c'est pour cela qu'on dit que les surfaces 
sont des étendues à deux dimensions. 

Pour se faire une idée nette d'une surface , l'imaginatioti 
peut $e représenter un corps quelconque dont la longueur.et 
la largeur resteraient constantes, pendant que l'épaisseur irait 
en diminiiant jusqu'à devenir nulle. A cette limite il n'exis*- 
tera plus de corps , mais une surface de même longueur et 
de même largeur que le corps proposé. 

Enfin, les surfaces sont telles, qu'en supposant que l'on 
pût en appliquer un nombre quelconque les unes sur lea 
autres, leur ensemble ne présenterait pas la moi»âi*i» épais- 
seur et ne coi!istitaeratt qu'utie seule surface. 
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8. Ligne. Là surface ^tantbien comprise , on safsira aîsé- 
tnent la définition de la ligne. 

Une surface e'tànt donnée , on peut encore admettre que 
Tune de ses deux dimensions aille en diminuant jusqu'à de- 
venir nulle ; mais alors cette surface aura disparu et il ne res**- 
tera plus qu^une ligne , c'est-à-dire une longueur sans lar-^ 
-geur ni épaisseur, une seule dimension. 

La forme de cette ligne sera dépendante de celle de la 
surface qui l'a produite ; par Conséquent il peut y avoir une 
infinité de lignes différentes. 

g. Point. Une ligne étant donnée , si l'on fait diminuer in- 
définiment sa longueur jusqu'à ce qu'elle devienne nulle , on 
n'aura plus qu'un point, ou V absence de toute dimension. 

Le point , la ligne et la surface ne sont donc pas des objets 
existans dans la nature , mais de pures abstractions. Ccpen* 
dant il est indispensable de se pénétrer bien de leurs défi* 
nitions , et de les admettre dans toute leur étendue y pour 
que les démonstrations géométriques aient tout le degré de 
rigueur que la science exige. 

Par suite des notions cv-dessus^ il est bien évident que si 
deux lignes se coupent , leur intersection sera un seul point 
commun à ces deux lignes ; et que si deux surfaces se tra- 
versent , les points de contact formeront une ligne commune * 
â ces deux surfaces. On peut donc regarder la ligne comme 
formée d'une infinité de points, et la surface comme la 
réunion d'une infinité de lignes. 

Les lignes et les surfaces peuvent être indéfiniment prolon- 
gées : aussi nous les supposerons toujours infinies , excepté les 
cas où leurs limites seront déterminées. 

Il est facile de comprendre qu'un seul point peut appartenir 
à la fois à une infinité de lignes différentes qui se dirigeraient 
dans tous les sens. 

lo. Gela posé, lorsque deux points A et B (fig. i ) sont 
donnés dans l'espace , on peut toujours, quelle que soit la 
distance qui les sépare , supposer qu'ils appartiennent à un^ 
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même ligne y ei imaginer qa'un nombre quelconque de lignes 
différentes viennent passer par ces deux points. Or, les por- 
tions de chacune de ces lignes comprises entre les deux points 
A et B , constitueront une série de routes diverses pour aller du 
point A au point B. Mais parmi toutes ces longueurs diffé- 
rentes, il en existera une qui sera nécessairement la plus courte 
possible. Cette plus courte ligne porte le nom de ligne droite. 

Une ligne (fig. 2) peut être composée de plusieurs portions 
de lignes droites qui , en se réunissant bout à bout , suivent 
des directions difFérentes; et, dans ce cas, elle porté le nom. 
de ligne brisée ou polygonale. 

Enfin, une ligne (fig. 3) peu\ êtte telle, qu'aucune portion 
appréciable ne soit droite, c'est-à-dire ne soit le plus court 
chemin qui el^iste entre leç extrémités de cette portion ; alors 
on rappelle ligne courbe. 

Une ligne peut d'ailleurs être en partie droite, ou pôlygo* 
nale , et en partie courbe ; on là nomme alors mixte. 

1 1. Il est facile d'admettre que deux points A et B donnés 
dans l'espace appartiennent ep même temps à une infinité de 
surfaces difFérentes ; car, puisque ces deux points peuvent 
être communs à une infinité de lignes , ayant des forn^es et des 
positions quelconques, on peut supposer que ces lignes font 
partie d'autant de surfaces distinctes. 

De même, une surface étant donrfée, on peut toujours 
mener entre deux quelconques de ses points une infinité de 
lignes difierentes qui seront , les unes sur Cette surface , et les 
autres en dehors. 

Gela posé, une surface qui serait telle, qu'en joigbaût deux 
quelconques de ses points par une ligne droite , cette droite 
tout entière se confondrait exactement avec la surface , porte 
le nom de surface plane ou de plan. 

Plusieurs surfaces planes qui se coupent deux à deux , dé- 
terminent une surface poljrédrale ou brisée. 

Enfin, on donne le nom de surface courbe à celle dont 
aucune portion appréciable n^est rigoureusement plane. 
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Une 8aTf!Bu:e peut d'ailleurs être composée dé pardes planes 
et de parties courbes , et s'appelle alors surface mixte. 

12^ Les lignes 9 les surfaces et les volumes sont des quan- 
tités de nature différente , et elles ne pourront pas être com- 
parées à une même unité; par conséquent , il faudra que nous 
déterminions une unité linéaire, une unité de surface, et une 
unité de volume. 

Les points , les lignes , les surfaces et les volumes , com- 
binés entre eux d'après certains modes déterminés, et com- 
parés sous le rapport de leurs grandeurs y de leurs positions 
et de leurs formes ^ fournissent une série de propriétés , ou 
principes élémentaires, qui reçoivent une infinité d'applica- 
tions utiles. 

Or, la Géométrie est la science qui a pour objet dt étudier ces 
principes, d en j aire connaître les relations et àt en déduire les 
règles au moyen desquelles on peut mesurer, les trois espèces 
d^étendue dont nous avons parlé. 

Mais le? propriétés de l'étendue dépendent, ainsi que nous 
le verront plus tard ^ de celles, de la ligne droite , qui est la 
pias simple des lignes, et de celles du plan, qui est la- plus 
simple de toutes les surfaces ; ainsi , c'est par l'étude de ces 
deux dernières qu'il faut commencer un cours de Géométrie. 

|3.. Ce Traité sera divisé en deux parties. 

Bans la première parde , nous exposerons d'abord les pro- 
priétés des lignes , les résultats de leurs combinaisons entre 
elles , leur mesure , leur emploi comme limites des surfaces ; 
ensuite , nous étudierons les surfaces planes , nous donnerons 
leur mesure , et nous chercherons à découvrir les relations 
qui existent entre leur étendue et la longueur des lignes qui 
servent à les limiter. 

Dans cette première partie, qui embrasse l'étendue à une 
et à deux dimensions, toutes les figures que nous considére- 
rons seront tracées sur un même plan, et c'est pour cela qu'on ' 
la désigne sous le nom de Géométrie plane. 

Dans la seconde parde , nous exposerons les résultats de la 
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combinaisqn des plans, leur emploi dan^ la formation des 
surfaces des divers corps , les propriétés dç l'étendue à trois 
diniensipns^ sa mesure et les rapports qui existent entre les 
Tolumes et leurs limites. Cette seconde partie constitue la 
Géométrie dans f espacée 

Chaque partie sera subdivisée en ^ivers chapitres , et ceux;- 
ci en paragraphes, dans le but d'en faciliter l'étude , de coor- 
donner les différentes parties de la science , et de réunir les 
objets qui ont le plus de rapports entre eux» 

14, Mais, cuvant d'entrer en matière, il importe de donner 
la définition de deux expressions fréquemment employées en 
Gépmétriie , et sur lesquelles les élèves doivent avoir des idées 
précises. Ce sont les mots égal et équwalent. 

D'après les notions ci-dessus , x)n voit que l'idée de la 
forme d'une surface entraîne avec elle celle du corps au- 
quel cetje suyjTace appartient (comme le nxoule représente 
l'objet), de telle sorte qu'on peut se représenter un corps ^ 
abstraction fïiite de sa matière i et c'est sous ce poipt de 
vue quç les géomètres considèrent Vélendue. Ainsi, pour 
nous,, il n'y aura dans la nature que des formes , des dimen- 
sions, m^ifi peiint de matière. 

Par suite de cette supposition , les corps seront pfénétrables 
et pourront toujours être placés les uns dans les autres rieur 
intérieur serayide , et alors nous pourrons y tracer toutes les 
constructions dont nous aurons besoin , et les apercevoir très 
distinctement. 

' Cela posé, lorsque deux quantités géométriques (lignes, 
surfaces, volumes) seront telles que, placées l'une sur l'au- 
tre, ou Tune dans l'autre, elles coïncideront exactement dans 
tous leurs points, de manière à n'en former plus qu'une 
seule; ces quantités seront é^a/ej ou superposables , Cetera 
Végaliié absolue. 

Au contraire , si deux quantités , sous des formes diffé- 
rentes, renferment pourtant une même étendue, alors elles 
«ont dites équwalentes. C'est Yégalité de grandeur. 
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CHAPITRE PREMIER, 

DES LIGNES. 



i5. Il n'y a quç deux espèces de lignes, la droite et U 
courife; car la ligne brisée et la mixte ne sont qu'un A«gem- 
blage des deux premières. 

Il nous est impossiUe de tracer une ligne ge'om^trique, 
puisqu'elle est immatérielle ; nuds comme , pour la démons- 
tration des nombreuses propositions qui vont nous occuper , 
nous aurons besoin défigurer les données, nous tracerons à la 
plume ou au crayon , des lignes que notre imagination n'aura 
pas de peine à se représenter comme immatérielles. 

S I". — DE LA LIGNE DROITE. * 

i6. Nous avons défini la ligne droite : le plus court chemin- 
d'un point à un autre (n^^o). Mais ces deux pointa donnés 
pouvant être éloignés d'une quantité quelconque, rien ne 
limite la longueur d'une ligne droite, et par conséquent elle 
peut toujours être supposée infinie. Alors , pour généralber 
la définition , on peut dire qu'une ligne est .droite, Im'sque 
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8 COURS DE GÉOMÉTRIE, 

pour aller de Tun à l'autre de deux quelconques de ses points 
par le plus court chemin , il faut suivre constamment cette 
ligne, sans jamais dévier de sa direction. 

Une iafinite' de lignes droites peuvent passer par un même 
point; mais par deux points donnes, il ne peut passer 
qu'une seule ligne droite , car il n'y a qu'un seul chemin qui 
soit le plus court : ces deux points d'ailleurs pouvant être 
places à une dislance quelconque, il en resuite que deux: 
points donnés déteniiinent la position d'unie droite, et que 
deux droites qui ont deux points communs coïncident exac-y 
tement dans toute leur étendue et n'en forment qu'une seule. 
C'est pour cela qu\)n dé^gne une droite (fig. 4) par deux let-r 
très , A et B , placées à deux de ses points. 

Deux lignes droites sont donc , par leur nature , nécessaire- 
ment superposables , et ne peuvent se couper qu'en un seul 
point. 

17. Les lignes droites prennent diverses dénominations, 
selon les positions où elles se trouvent. 

Parmi les directions infinies qu'on peut donner à uniedjicoite , 
il en est deux de remarquables : la, première est celle qui 
est indiquée par pn corps pesant librement suspendu à un fil 
(fil-à-plomb); on la nomme ver/ica/e (fig. 5). La seconde, est 
celle qui suit la direction de la surface des eaux tranquilles ; 
on l'appelle horizonkde (fig. 6). Dans toutes les autres posi- 
tions intermédiaires , les lignes sont dites inclinées (fig. 7), 

î8. Deux droites situées sur un même plan, ne peuvent pas 
se croiser' sans se couper; car aiiti;ement elles laisseraient 
entre elles une épaisseur de laquelle il faudrait conclure , ou 
que le plan n'est pas une simple surface , ou bien que les 
droites ne sont pas toutes l^es deux sur un même plan. Cela 
pose' : 

Lorsque deux droites sont situées sur un ménie plan , et 
qu'on suppose ces droites et ce plan indéfiniment prolongés^ 
U arrivera 4e deux choses l'une^, ou que ces droitesf se cou- 
peront , ou bien qu'elles ne se rencontreront jamais. Dans le, 
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CHAPITRE I. 9 

{premier cas, ou les noiume lignes concourarUes, et dans le 
seeond cas , on leur donne le nom de lignes parallèles. 

DES LIGNES CONCOURANTES. 
Des angles , des perpendiculaires et des obliques. 

ig. Deux lignes concourantes AC,DB(fig. 8), se coupent donc 
en un point qui s'appelle leur point de concours, à* intersection 
pu d(e rencontre. Chaque ligne se trouve divisée à ce point en 
deux parties indéfinies appelées segmens de droite, l^es quatre 
seginens OA , OC , OD , OB , peuvent être considérés comme les 
lignes de démarcation qui serviraient à diviser le plan qui 
les c^ntiei^t en quatre portions distinctes ; or, chacune de ces 
pQ|*tipns porte le nom d'angle. 

Ainsi, un angle est une portion de plan limitée par deux 
lignes droites qui partent et un même point et se prolongent à 
l'infini. 

Le point s'appelle le sommet de ces angles, et les lignes 
OA,OC,OD,OB en sont les côtés, tandis que l'espace, infini 
dans un sens , qui est renfermé en deux lignes, est l'angle pro- 
prement dit. 

On désigne ordinairement un angle par trois lettres placées 
l'une au sommet et les deux autres sur lefli côtés , en ayant 
3oin d'énoncer cellç du sommet la seconde; ainsi, l'on dit 
l'angle AOB , l'angle BOC, l'angle COD et l'angle DOA. 

^o* Deu^ lignes concourantes peuvent se couper sous une 

inclinaison quelconque et donner lieu à des angles plus ou 

moins grands; ainsi, la grandeur d'un angle est variable à 

^'infini. Mais parmi toutes ces positions diverses, il en est 

me qui mérite une attention particulière ; c'est celle où les 

aux lignes AC, BD (fig. 9) sont disposées de manière à diviser 

Icplan qui les renferme en quatre parties égales ou superpo- 

sales. Dans ce cas , les deux lignes AC,BD sont dites perpen- 

diiilaires Tune à l'autre, et les angles égaux AOB, BOC , COD, 
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lo COURS DE GÉOMÉTRIE. 

DOA portent le nom à^angUs droits. V angle droit vaut donc 

le quart d^ un plan» 

Dans toutes les autres positions les lignes AG^BD (fig. 8) 
sont obliques , et alors les angles qu'elles forment ne sont 
plus égaux. Deux d'entre eux AOB, DOG sont plus petits 
qu'un angle droit , et on les nomme angles aigus ^ taudis que 
les deux autres AOD,GOB , plus grands qu'un droit, sont ap- 
pelés angles obtus. 

Les angles tels que BOA et AOD , placés d'un même coté 
d'une droite , et ayant un côté commun AO , portent le nom 
à*angles adjacens; ceux tels que BOA et DOC , qui n'ont que 
le sommet commun , et dont les côtés dirigés en sens inverses 
sont le prolongement les uns des autres , s'appellent angles 
opposés au sommet. 

D'après cela, on voit évidemment qu'un angle droit est 
une quantité constante, et qu'ainsi tous les angles droits sont 
égaux et superposables , tandis que les angles aigus et obtus 
sont très variables en grandeur, et dépendent de rinclinaisôn 
sous laquelle les deux lignes concourantes se coupent. 

On a souvent besoin de considérer uu angle isolé AOB (fig. i o), 
et alors on s'abstient de prolonger les côtés au-delà du sommet. 

D'autres fois (fig. ii) il est nécessaire d'envisager deux an- 
gles adjacens seulement , et l'on se dispense de prolonger le 
côté commun DO. 

Il ne faut pas oublier que les lignes sont toujours supposées 
indéfinies , et qu'ainsi la grandeur d'un angle est absolument 
indépendante de la longueur actuelle de ses côtés. 

Les angles possèdent des propriétés «qui 'sont d'une grande 
importance en Géométrie , et dont nous allons nous occuper. • 

THÉORÈME I«. 

21. Sous quelque inclinaison que deux lignes' droites e 
rencontrent, la somme de deux angles adjacens est constanr 
ment égale à deux angles droits. 

Si la ligne AB (fig. 12) est rencontrée au point paj la 
ligne OD, on conçoit que ce point restant fixe , la lignfOD 
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CHAPITRE I. II 

pourra tourner librement autour de lui pour prepdre toutes 
}es. positions possibles eotre OB et OA, telles que OM,ON, 
OP, etc...; mais lorsque cette ligne OD se. déplacera , les 
angles DGB et DOA changeront de valeur, l'un augmentera et 
l'autre diminuera ; or, il est facile de concevoir que la dimi- 
nution de l'un sera précisément égale à l'augmentation de 
l'autre : car, si la ligne OD vient , par exemple, en ON , l'an- 
gle pOB sera devenu NOB et aura gagné l'angle NOD ; tandis 
que l'angie DOA, qui deviendra NOA , aura perdu le même 
angle NOD. Ainsi , puisque l'un gagne ce que l'autre perd , la 
somme des deux angles adjacens est constante. 

Mais, parmi toutes les positions que peut prendre OD , il y 
en aura une OG, où cette ligne sera perpendiculaire à AB ; 
dans ce cas, les deux angles GOB ,€0 A seront droits, et leur 
somme vaudra donc deux angles droits; et puisque cette 
somme est constante , elle vaudra aussi deux angles droits dans 
toutes les autres positions. 

Corollaire. — 11 résulte de là que les angles adjacens formés 
par deux droites qui se rencontrent sont tels , que l'un ne peut 
pas être droit sans que l'autre le soit aussi , et que lorsque 
l'un est aigu, l'autre est obtus. 

Scolie, — Les deux angles adjacens , à cause de la propriété 
qu'ils ont de valoir toujours deux angles droits , sont appelés 
supplémentaires. 

Tandis que l'on donne le nom de complémentaires à deux 
angles aigus dont la somme vaut un angle droit. 

THÉORÈME II. 

23. BiQiPROQU£tf£]VT : Lorsque deux angles adjacens sont 
supplémentaires, les côtés extrêmes sont en ligne droite. 

Supposqns que la somme des angles adjacens BOD, DOA 
(fig. i3), soit égale à deux droits. Si alors la ligne BOA n'était 
pas droite , on pourrait prolonger la partie AO pour former une 
droite AOC différente de AOfi ; mais puisque AOC est supposée 
droite , la somme des angles AOD et DOC vaudra deux angles 
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12 œURS DE GÉOMÉTRIE, 

droits (n'' ai ) ; donc on aura 

BOD + DOA = BOD + DOC ; 

d'où Ton déduit, à cause du terme commun BOD, DOA = DOC. 
Ce qui est évidemment absurde tant que OC est différent de OB ; 
par conséquent y il faut que BOA soit une Ugne droite. 

THÉORÈME m. 

• 

23. Lorsque deux lignes droites se coupent, la somme des, 
quatre angles formés autour du point de rencontre est toujours 
égale à quatre angles droits. 

En effet, les deux angles adjacens AOB, AOD (fîg. 8) formes 
au-dessus de la ligne B£|, valent deux angles droits (n^ ai); 
mais , par la même raison , la somme d,es deux autaes COD ,CQ& 
formés au-dessous de la même ligne par le prolongement 
de AO , vaut aussi deux angles droits : donc, les quatre valent 
ensemble quatre angles droits. 

Corollaire. — - Lorsque l'un de ces angles sera droit, son 
adjacent, à droite et à gauche , le sera aussi , et par conséquent 
ils seront tous les quatre droits. Ainsi donc , on est assuré 
que deux lignes droites sont perpendiculaires , dès. que Vwx 
des quatre angles qu'elles font est droit. (Ceci légitime la dé- 
finition du n** ao.) 

THÉORÈMP IV. 

a4. Là somme de tous les angles que forment entre eflesun 
nombre quelconque de lignes droites situées dans un m^me 
plan, et qui passent par un même point, est égale à quatre 
angles droits. 

Soit (fig. i4) le point commun à toutes les lignes AB,CD, 
GH^ etc. . • ; si l'on en considère deux seulement , AB et MN, 
par exemple, on verra que leurs quatre angles MOA,MOB, 
NOA,NOB, sont formés de la réunion de tous les autres, et 
qu'ils occupent exactement le même espace; mais ces quatre 
valant toujours quatre angles droits (n° a3) , la somme totale 
des angles formés autour du point vaudra aussi quatre 
angles droits. 
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Corollaire. -^ Les angles formés d'un même côté de la 
droite AB, par un nombre quelconque d'autres droites OD, 
OF)OM,OH, etc. , qui partent d'un même point appartenant 
à la première , forment une somme qui est toujours la même 
que celle des deux angles adjacens MOA,MOB ; donc elle vaut 
deux angles droits. 

THÉORÈME V. 

25. Lorsque deux droites se coupent, les angles opposés au 
sotntnet sont égaux. 

En effet 9 les deux droites AC,DB (fig. 8), en se coupant 
au point 0, feront des angles adjacens supplémentaires^ en 
sorte qu'on aura 

AOB + AOD = 2 droits et AOD + I>OC = a droits ; 

donc , à cause du terme commun AOD , on doit avoir 

AOB = DOC. 

De même les angles adjacens AOD, AOB vaudront deux an- 
gles droits , ainsi que les adjacens AOB,BOC ^ donc 

AOD + AOB = AOB + BOC; d'où BOC = AOD. 

Réciproquement, lorsque quatre angles réunis autour d'un 
point forment un plan entier, et que les angles opposés au 
sommet sont égaux , leurs côtés seront les prolongemens les 
uns des autres , et composeront deux lignes droites concou- 
rantes : car, d'après le n* 24» ^^* quatre angles vaudront qua- 
tre angles droits, et si les deux aigus sont égaux , ainsi que 
les deux obtus, un aigu plus un obtus, vaudront la moitié de 
la somme des quatre , ou bien deux angles droits , c'est-à-dire 
qu'ils seront supplémentaires , et que les quatre côtés forme- 
ront deux lignes droites (n* 22). 

THÉORÈME VI. 

26. Si, par le sommet commun à deux angles supplément 
iaires, on mené deux lignes droites qui divisent respectis^e^ 
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ment chacun de ces angles en deux parties égales , ces droites 

seront perpendiculaires. 

Supposons que la ligne ON (fig. i5) divise l'angle COB en 
deux parties égales, et que OG divise de même Fangle COA. 
Puisque les deux angles COB, COA sont supplémentaires , la 
somme de leurs moitiés, CON + COG, vaudra un angle droit; 
mais cette somme forme l'angle GON des deux droites ON, OG ; 
donc elles sont perpendiculaires. 

Corollaire. — Les prolongemens OM ,0H de ces deux droites 
divisent aussi les angles opposés en deux parties égales; 
car NOH étant un angle droit, et NOB la moitié de BOC, il 
faudra que BOH soit la moitié de BOD. De même MOD sera la 
moitié de AOD. 

THÉORÈME VJl- 

27. Par un point donné sur une droite, on peut toujours 
élever une perpendiculaire à cette droite; mais on ne peut p€is 
lui en éleifer plusieurs qui soient dans un même plan as^ec 
elle. 

Soit La droite AB (fig. 16); par le point donné on pourra 
toujours conduire une ligne OD qui fasse avec AB des angles 
adjacens égaux, et qui lui soit alors perpendiculaire. 

Maiis voyons s'il peut y en avoir une seconde , et supposons 

pour cela que OC située dans le plan des deux autres droites 

soit aussi perpendiculaire à AB. Si cette supposition est vraie , 

il faudra que les deux angles COA et COB soient droits et 

égaux, et que l'on ait COA=DOA et COB = DOB; ce qui 

est évidemment absurde tant que la nouvelle ligne OC ne se 

confondra point avec OD ï car la partie ne peut pas être égale 

jiu tout. 

THÉORÈME VIII. 

28. D'un point donné hors d'une droite, on peut toujours 
abaisser une perpendiculaire sur cette droite; mais on ne peut 
en abaisser qu'une seule. 

En effet, soient la ligne AB (fig. 17) et le point extérieur 0. 

i^. Menons par ce point une ligne quelconque qui coupe AB 
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en un point B; ensuite faisons tourner la partie supérieure du 
plan autour dç AB , comme charnière , pour l'appliquer sur 
sa partie inférieure. Alors la ligne DO prendra la position D0\ 
et la ligné qui joindra OO^ sera perpendiculaire à AB; car, par 
suite de cette superposition ^ les angles adjacens DPO,DPO' se 
recouvriront eikactemént, et seront par conséquent é^aux et 
droits. ( 

2**. On ne peut en abaisser qu'une seule; car si Ton sup- 
pose, poiir un moment, que OP et OD soient deux perpendicu- 
laires à jjlB, elles devront faire des angles droits OPD et QDP. 
Mais si l'on fait tourner la figure DOP autour de AB pour 
l'appliquer sur la partie inférieure du plan , on de'terminera 
. une nouvelle figure DPO' évidemment égale à la première , et 
Ton aura l'angle DPO'= DPO, et l'angle PDO'saPDO, car 
ils seront superposés ; mais alors , puisque Tangle DPO est 
droit , il faudra que DPO' le soit aussi ; ce qui exige que PO' 
soit le prolongement de PO , ou bien que OPO' soit une ligne 
droite (n® 22). .De même, puisque Tangle PDO est supposé 
droit, PDO' le sera également, et DO' devra être le prolon- 
gement de DO ; donc ODO' serait aussi une ligne droite. Il 
faudrait ainsi qu'il existât deux lignes droites distinctes entre 
les deux points et O', ce qui est absurde. Par conséquent, il 
ne peut pas y avoir deux perpendiculaires abaissées du point 
sur AB. 

THÉORÈME W. 

29. -5» dun point y situé hors d'une droite, on mène une 
perpendiculaire et diverses obliques sur cette droite : 

1°. La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique; 

a". Les obliques qui s'écarteront également de la perpendî*» 
culaire^seront égales / 

3*. Les obliques seront d^ autant plus longues qu'elles s'écar» 
teront davantage. 

Soit la droite AB (fig. 18) , et supposons que du point O 
partent diver^s ligne» OM,ON,OP,OR, etc.,,.; l'une OP 
perpendiculaire etlevautfes obliques, mais arbitraires. 
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i^. Si Ton £aii tourner la partie supérieure au plan au- 
tour de AB pour l'appliquer sur la partie inférieure, la per-^ 
pendiculairelPO tombera sur son prolongement PO', à cause 
de l'angle droit APO, et les droites OM, ON, OR prendront 
les positions respectives 0'M,0'N ,0'R ; on aura doncPO= PC, 
MO=:MOS NO=NO', ROt=RO', ou bien OPisiOC, 
OM = iOMO', ON==iONO', OR=iORO'. 

Mais la ligne.droite 00' est plus courte que toute ligne bri- 
sée OMO', ONO', ORO', . . . qui aboutit aux mêmes extrémités ; 
donc sa moitié OP sera aussi plus courte que les moitiés 
OM,ON,OR. 

a«. Si les deux obliques OA,OB (fig. 19) s'écartent également 
de la perpendiculaire , c'est-à-dire si PA = PB , je dis qu'elles 
seront égales; car en faisant tourner la partie POA autour 
de PO, les angles droits OPA,OPB se recouvriront, et la 
ligne PA tombera sur PB ; mais puisque PA = PB , le point A 
coïncidera avec B; donc les lignes droites OA,OB qui auront 
mêmes extrémités, se confondront et seront égales. 

y. Soient deux obliques OB ,0D (fig. 20) , dont l'une OD s'é- 
carte plus de la perpendiculaire que l'autre. Il est facile de voir 
que OD sera plus longue que OB. En effet, prolongeons OP 
d'une quantité O'P == OP, et joignons O'D,0'B, qui seront 
égales à OD,OB. Ensuite prolongeons O'B jusqu'à sa ren- 
contre N avec OD. Nous aurons évidemment la ligne droite 
OB<ON -^ NB, et en ajoutant de part et d'autre B0% 
OB + BO'<ON + NO' ; mais, d'un autre côté, la droite 
NO' < D0'+ ND, et en ajoutant NO à chaque meniibre, nous 
auronsencore NO + NO'<DO'"f DO;donc,àplus forte raison, 
OB+BO' <0D + DO',, et par suite la moitié OB < OD. 

Corollaire i. — Il résulte du premier cas, que la perpen- 
diculaire est la plus courte ligne qu'on puisse mener d'un 
point extérieur sur une droite donnée, et que par conséquent 
elle mesure la vraie distance de ce point à la droite. 

Corollaire a. Le second cas prouve que les obliques égales 
OA, OB font des angles égaux POA , POB avec la perpendicu- 
laire , ainsi que des angles égaux OAP , OBP. 
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Corollaire 3. Il ne peut pas y avoir d'un même côté de la 

perpendiculaire deux obliques égales et distinctes ; ainsi, d'un 

point extérieur y 6n ne saurait mener plus de deux droites 

égales sur une ligne donnée de position . 

THÉ;PRÈME X. 

3o. Lorsqu'on élhve une perpendiculaire sur le milieu if une 
droite déterminée, tout point de cette perpendiculaire est éga-^ 
lement éloigné des extrémités de la droite, et tout point hors 
de la perpendiculaire se trouve à des distances inégales de 
ces mêmes extrémités. 

1®. £n effet , soit AB (fig. ai ) la droite donnée ; par son 
milieu P élevons la perpendiculaire PO , et joignons les extré- 
mités A et B aux divers points M, N» 0» etc. , . • . de la per- 
pendiculaire. 

Puisque AP ^ BP , on aura l'oblique NA = NB (n* 29) , 
ainsi que l'oblique OA = OB et l'oblique MA = MB : donc les 
divers points N^ 0, M de PO sont à une même distance des 
extrémités A et B. 

a^. Soit un point D hors de la perpendiculaire. En joignant 
DB , DA, BN , on aura DB<DN+NB , ou bien DB<DN+NA , 
car NA = NB : donc DB < DA. 

G>ROLLÂiRE. Tout point également éloigné des extrémités 
d'une droite appartient donc à la perpendiculaire qui passe 
par le milieu de cette droite , et tout point inégalement éloi- 
gné de ces extrémités est hors de cette perpendiculaire. 

Mais pubque deux points suESsent pour déterminer la posi* 
tion d'une ligne droite , il s'ensuit que dès que l'on connaîtra 
deux points situés hors d'une droite , et à égale distance de ses 
extrémités, on aura eu les joignant la perpendiculaire qui 
passera par le milieu de cette ligne. 

Cette propriété nous fournira le moyen de mener une per- 
pendiculaire à une droite déterminée. 
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THÉORÈME XI. 

3i. Chacun des points de la ligne qui divise un angle en 
deux' parties égales est également éloigné des côtés de cet 
angle. 

Soit TaDglç GAB (fig. 2a). Si Ton suppose que la ligne AD 
le divise en deux angles égaux DAB=: DAG ; que des divers 
points de AD y tels que M , N , , etc. , on abaisse des per- 
pendiculaires MP , NQ, OR. . . sur AB y et qu'ensuite on replie 
la partie DAB sur DAG, ces deux parties se recouvriront exac- 
tement y puisque les angles DAB y DAG sont égaux , et la ligne 
AB tombera sur AG. Mais alors les perpendiculaires MP, NQ, 
OR prendront les positions MF, NQ', OR', sans cesser d'être 
perpendiculaires , et mesureront les distances respectives des 
points M, N, à chacun des côtés AG , AB ; et puisque MF, 
NQ', OR' ne sont autre chose que MP, NQ, OR, on voit 
évidemment que tous les points de la ligne AD sont à la 
même distance de chacun des deux côtés AG, AB. 

DES LIGNES PARALLÈLES. 

32. Nous avons donné le nom de parallèles à des lignes 
droites qui , situées sur un même plan , peuvent être indéfini- 
ment prolongées sans qu'elles se rencontrent, ces lignes étant 
d'ailleurs séparées par un intervalle quelconque. 

Gette définition n'annonce pas directement s'il existe ou 
non de telles Ugnes ; mais il est facile de se convaincre de 
leur existence, et de découvrir. les propriétés au moyen des-^ 
quelles ilous pourrons reconnaître le parallélisme et tracer 
des lignes parallèles. 

D'abord , la nature de la ligne droite permet d'admettre 
qu't:^ne droite GD (fig.^S) , tracée sur un plan, puisse, sans 
quitter ce plan , être, transportée dans une nouvelle position 
MN , de manière que tous les points de MN se trouvent à une 
même distance de la position primitive GD ; et alors les deux 
droites CD, MN, étant également éloignées dans toute leur 
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longueur > ne pourront jamais se rencontrer et mériteront le 
nom de paral^Ies. On Voit donc qu'il peut exister de telles 
lignes. 

Four abréger le discours nous exprimerons le déplacement 
de la l^e CD , en disant qu'elle s'est avancée paràllhlement 
4 eUe-mëme, 

Mais hâtons-nous d'observer que l'égalité de distance dont 
nous venons de parler ne doit être considérée que comme un 
cas particulier du parallélisme , tant qu'il ne nous est pas 
prouvé que des droites ne sauraient être parallèles dans d'au- 
tres circonstances. 

Cela posé ,'cherchons les propriétés dont jouissent les lignes 
parallèles. 

THÉORÈME !•'. 

^.Lorsque deux droites sont parallèles ^ l'une délies peut 
toujours être transportée parallèlement à elle-même, sans 
cesser d'être parallèle à Vautre. 

Il est évident d'abord que deux parallèles données doivent 
pouvoir s'approcher ou s'éloigner indéfiniment sans que leur 
parallélisme soit altéré ; car le parallélisme est tout-à«-fait 
indépendant de la distance actuelle qui sépare les deux 
lignes. 

Cela posé , soient les deux lignes âB, CD (fig. a3), que nous 
supposerons parallèles. Si Ton transporte GO dans une nouvelle 
position MN telle , que tous les points de MN soient , par 
exemple, à un pouce de la première position CD , je dis que 
MN sera encore parallèle à AB. 

En effet, si AB et MN n'étaient plus parallèles entre elles, 
elles devraient se rencontrer en quelque point après avoir été 
suffisamment prolongées ; mais puisque tous les points de la 
droite CD deveiiue MN se sont également avancés de AB (ou 
également éloignés , selon le sens dans lequel oii aura trans- 
porté CD ), il n'y a pas de raison pour que la rencontre doive 
avoir lieu à droite plutôt qu'à gauche. Par conséquent, il faut 
ou que les lignes AB et MN restent parallèles comme elles l'é- 



Digitized 



by Google 



:io COURS D£ CÉOHÉTKIE. 

taieDt avant le déplacement de CD, on bien qu'elles puissent 
8é rencontrer des deux c6tës à la fois. Or , cette dernière sup- 
position est évidemment impossible , car les droites AB, MN 
ayant alors deux points communs n'en formeraient plus qu'une 
seule j ce qui est contraire à l'hypothèse d'où nous sommes 
partis. 

Il est donc prouvé que Tune des deux parallèles peut être 
transportée parallèlement à elle-même, en s'approcbant ou 
en s'éloîgnant de l'autre, sans que le parallélisme soit détruit. 

THÉORÈME II. 

341 *D'eux parallèles sont nécessairement à égale distance 
dans toute leur longueur . 

Soient les deux parallèles AB, CD ('Gq. 23).; et suppo- 
sons que la ligne CD soit transportée parallèlement à elle- 
même vers AB, pour prendre les positions successives MN> 
N!l!^\ etc. . • Dans ce mouvement , CD restera constamment 
parallèle à AB , d'après le théorème précédent , et puisqu'elle 
«'approche de cette dernière, elle parviendra à l'atteindre. Or, 
dès.Ui!nstant du contact, ces deux lignes devront se confondre 
dàhfi' toute leur étendue , sans quoi elles ne seraient plus pa- 
rallèles notais concourantes. Par conséquent il a fallu que, dans 
le principe, elles eussent partout une même distance entre 
.«lies. Ainsi donc, pour que des lignes droites puissent être 
parallèles , il faut qu'elles soientpartout également distantes, 

Scolie. Il résulte de là et de ce que nous avons. dit préçé- 
denmient,.que l'égalité de distance entre tous les points de 
deux droites constitue leur parallélisme , et que , réciproque- 
ment, celui-ci entraîne l'égalité de distance ; par conséquent, 
nous pourrons à présent définir les parallèles : des lignes qui 
conservent la même distance dans toute leur étendue. 

THÉORÈME III. 

' 35. Lorsque deux droites sont parallèles , toute ligne per* 

pendiculaire à l'une (Telles est aussi perpendiculaire à l'autre. 

Supposons que AB (fig. 24 ) soit parallèle à CD. Si du point 
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extérieur nous abaksonâ la perpendiculaire OM sur ÂB et 
que nous la prolongions jusqu'à ce qu'elle rencontre CD, je 
dis que OM sera aussi perpendiculaire à CD : car , si cela n'é- 
tait pas 9 nous pourrions , par le point , abaisser sur CD une 
perpendiculaire OQ différente de OP. Mais alors OP serait une 
obiique, et nous devrions avoir OP^OQ. Or, nous allons 
démontrer que cela est impossible. 

En effet , la partie OM étant perpendiculaire à AB , la partie 
ON sera une oblique, et l'on aura OM < ON (n*> 29). D'un 
autre côté , puisque les angles en M sont droits, la partie PM 
mesure la distance du point P à la ligne AB , c'est-à-dire celle 
des deui^ parallèles AB,^GD; et si du point Q on abaisse QR 
perpendiculaire sur AB, cette nouvelle ligne QR mesurera aussi 
la distAPce de ces mêmes parallèles ; et comme ( n^ 34) )es pa- 
rallèles sont partout également distantes , on aura nécessai- 
rement PM =QR. Mais puisque QR est perpendiculaire , QN 
sera oblique , et l'on aura QN > QR. Donc PM < QN, 

En ajoutant membre à meitibre les deux inégalités OM<ON 
et PM<QN, on en tire 0M+PM<0N4.QN, ou bien 
0P<0Q. 

Ainsi donc , puisque OQ est plus grand que OP, on ne peut 

pas admettre que OQ différent de OP soit perpendiculaire à CD» 

Par conséquent OP perpendiculaire à AB l'est pareillement 

à CD. 

THÉORÈME IV. 

36. RiciPfiOQUEMENT. Lorsque des droites situées dans un 
même plan sont perpendiculaires à une ligne commune , elles 
sont toutes parallèles entre elles. 

Soient les lignes AM, BN, CD ( fig. a5) que nous suppose- 
rons perpendiculaires à la fois à AC. Si elles ne sont pas pa- 
rallèles , il faudra que , suffisamment prolongées , elles se 
rencontrent d'un côté ou de l'autre de la ligne AC. Mais cette 
rencontre est impossible : car, si elle avait lieu il y aurait, par 
les points d'intersection , plusieurs perpendiculaires, abaissées 
sur la droite AC , ce qui est absurde. Donc tes perpendiculaires 
données sont parallèles; 
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THÉORÈME V. 

37. Un nombre quelconque de lignes parallèles aune droite 
commune sont parallèles entre elles. 

Supposons que les lignes CD ^EF^ GH (6g. 26) soient chacune 
en particulier parallèles à AB. Si par un point on élève une 
perpendiculaire MN à'AB, cette ligne MN sera aussi perpen^ 
diculaire à toutes le^ droites données ( n® 35 ) et par consé— 
quent celles-ci seront parallèles entre elles ( n^ 36). 

THÉORÈME VL 

38. Par un point donné , hors d^une droite , on peut toujours 
mener une parallèle à cette droite; mais on n[en peut mener 
qu'une seule» 

1^. Paie le point donné O ^(fig. 27 ) abaissons la perpendicù* 
Taire OA sur AB , et menons OD perpendiculaire à OA. Alors 
OD sera parallèle à AB : car elles seront toutes les deux per-« 
pendiculaires à la droite commune OA. 

a^. En second lieu y toute autre ligne OG , OH différente de 
OD, et passant par le même point , ne peut pas être perpen- 
diculaire à OA ( n* 27) , et par suite (n® 35) parallèle à AB. 

Scolie. Ce théorème donne le moyen de mener une parallèle 
à une droite donnée. 

THÉORÈME VIL 

39. Si deux droites sont Fune perpendiculaire et l'autre 
oblique à une troisième, elles seront concourantes. 

Ce théorème découle du précédent. En effet \ si AB (fig. 27 ) 
est pei'pendiculaire à OA et.que OG soit oblique , on pourra 
toujours par le point élever une perpendiculaire OD à O A 
qui sera parallèle à Afi^ et comme, par ce^oint il ne peut 
passer qu'une seule parallèle AB , il faut que AB et OG soient 
concourantes. 

THÉORÈME VIII. 

40. Lorsque deux droites j coupées par une transversale y. 
font des angles intérieurs supplémentaires, elles sont néces^ 

sairement parallèles. 
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Soient les deux droites GB , £D (fig. a8) y et la transversale 
âG qui les coupe en A et en G. Si la somme des deux angles 
intérieurs BAG + IX]!A vaut deux angles droits , ou, ce qui 
revient au même , si l'angle B ACsssAGE, et l'angle DG A=:GAG , 
les deux lignes GB , ED seront parallèles. 

En effet , la ligne AC divise la figure totale en deux parties 
GAGE j B AGD qui , d'après les données ci-dessus , sont par- 
faitement identiques. Si donc on prend le milieu O de AG , et 
qu'on fasse tourner cette ligne autour de ce point pour faire 
varier la grandeur des angles situés eii A et en G , il est bien 
évident que tous les changemens successifs qui s'opéreront 
dans la partie GAGE , devront nécessairement se reproduire 
dans l'autre BAGD , car tout est égal de part et d'autre. Par 
conséquent lorsque l'angle AGE augmenterpr , son égal GAB 
augmentera de la même quantité, pendant que les angles égaux 
DCA , GAG diminueront de cette quantité ; en sorte qu'on 
aura constamment pour toutes les positions de la ligne AG 
l'angle GAB := AGE, l'angle GAG = AGD, et la somme des 
angles intérieurs BAG , DGA égale à deux angles droits. 

Mais, parmi toutes ces. positions , il y en aura une A'G', 
pour laquelle AG deviendra perpendiculaire à GB. Alors les 
angles GAB, GÀG,deveuus.C'A'B,G'A'G seront droits, et leurs 
égaux AGE, AGD, devenus A'G'E,A'G'D, le se.ront aussi : donc 
les deux lignes GB,ED sont perpendiculaires à une ligne com- 
mune A'G", et par conséquent parallèles. 

THÉORÈME IX. 

41. BScipVLOQUEMESTflorsquedeuxparallèles sont coupées pat 
une transs^ersale , les angles intérieurs sont supplémentaires, 

Soifsnt les deux pars^llèles AD^GB (fig. 2g) , et la sécante AG, 
qui faif; avec elles deux angles intérieur» DAG et AGB. Si ces 
angles ne sont pas supplémentaires, on pourra toujours me- 
ner par le point A une autre droite MN , telle que l'angle 
MAG :f- AGB = 2 droits ; mai^ il faudrait alors (n® 40) que MN 
fût parallèle à GB , et que par le point A on pût mener deux 
parallèles à GB , ce qui est impossible (n® 38) : donc la somme 
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des angles DAG,ACB est nécessairement égale à deux angles 

droits, dès ique les lignes AD^CB sont parallèfeft. 

THÉORÈME X. 

42. Lorsqu'une droiie coupe deux parallèles sous une i/i^ 
elinaison quelconque, elle fait avec elles quatre angles aigus 
égaux entre eux, et quatre angles obtus aussi égaux entre 
eux; déplus, les aigus et les obtus sont supplémentaires. 

Soient les parallèles AB^GD (fig. 3o); et la sécante GH ; par 
auitc du parallélismei la somme des angles intérieurs vaut deux 
angles droits ; ainsi , Ton aura 

AGH -)" GHG = a droits ^ comme intérieure, 
AGH -f- AGM = % droits, comme adjacehs, 
GHG «f- GHN = 2 droits, comme adjacens ; 

mais , à cause du terme AGH y commun aux deux premières 
égalités , on en déduira GHG = AGM ; et à cause du terme GHG , 
commun à la première et à la troisième, on aura AGH sGHIi. 
Ces divers angles sont d'ailleurs égaux à lem*s opposés au 
sommet; ainsi donc, on a 

Les aigus AGH = MGB = ÇHN = GHD, 
et les obtus AGM :;=: BGH = GHG = DHN ; 

et puisque AGH et GHG sont supplémentaires, tous le» aigus 
et tous les obtus le seront aussi. 

Scoliè. — Ces propriétés sont souvent employées dans les 
démonstrations géométriques , et pour abréger le discours , 
on a donné des noms particuliers aux divers groupes d'angles 
désignés ci^dessûs. 

Ces angles sont au nombre de huit; il y en a quatre de 
renfermés entre les parallèles , et que pour cette raison a& 
appelle internes , et quatre hors des parallèles ou externes. 
Ensuite , par rapport à la sécante, ces angles sont quatre à 
gauche et quatre à droite ; et lorsqu'on en considérera deux 
qui seront, l'un d^un côté, et l'autre du côté opposé, on Ies> 
noihmera ahemes. 
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Gela posé , les angles égaux AGH et GHD , ou bien CHG et 
HGB sont dits ahemes-întemes; les angles égaux MGB et CHN, 
ou bien MGA et NHD sont appelés altemes^extemes i enfin , 
les angles égaux qui ont les côtés dirigés dans le même sens, 
tels que MGB et GHD , ou bien AGH et CHN , se nomment 
internes -externes ou correspondans. 

' Ainsi, Ton dira donc les angles alternes-internes sont égaux ; 
les angles correspondans sont égaux , etc. ... ; et ces expressions 
rappelleront le théorème ci-dessus. 

GoROLLAiEE. — Il résulte des théorèmes précédens, que 
lorsque deux lignes rencontrées par une sécante feront des 
angles alternes-externes égaux , ou des angles alternes-internes 
égaux , ou bien des angles correspondans égaux , ces lignes se* 
ront parallèles; car alors la somme des deux anglas intérieurs 
vaudra deux angles droits. 

C'est la réciproque du théorème ci-dessus. 

Il est facile de comprendre aussi que si ces divers angles 
n'étaient pas égaux, les lignes ne pourraient pas être pa- 
rallèles. 

THÉORÈME XI. 

43. Les wrgles qui ont les côtés parallèles sont égaux ou 
supplémentaires, selon le sens dans lequel se dirigent ces 
mêmes côtés. 

Des angles situés sur un même plan peuvent avoir les côtés 
parallèles dam trois positions différentes ; ce qui donne trois 
cas à examiner. 

1**. Lorsque les angles donnés, tels que M,N,0,P (fig. 3i) 
ont l'ouverture tournée dans le même sens , et qu'on pro- 
longe suffisamment leurs côtés, on voit de suite que tous ces 
angles sont correspondans, et par conséquent égaux. 

2?, Si l'ouverture est dirigée en sens inverse , comme les 
angles A et B (fig. 82) , il n'y a qu'à prolonger un côté , et Ton 
voit que l'angle A et l'angle G sont égaux comme alternes- 
internes , et que G =: B comme correspondans ; donc A = B. 

3^. Enfin, si les angles ^ tels que GBM et GAD, ont deux 
de leurs côtés dirigés dans le même sens , et les deux autres 
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en sens contraire, on aura, à cause des parallèles AC^BG, 
CAD -f AGB =: 2 droits; mais l'angle AGB = GBM comme 
alternes-internes; donc CAD + GBM=== 2 droit» , c'est-à-dire 
que ces derniers sont supplémentaires. 

THÉORÈME XII. 

44* Deux angles qui ont les côtés perpendiculaires chacun 
à chacun , sont égaux ou supplémentaires. 

Soit un angle A^ (fig. 33 ) , et supposons qu'un autre angle 6 
ait les côtes respectivement perpendiculaires à ceux de A. Ces 
deux angles auront leurs sommets situés en un même point A, 
ou bien en des points différens ; mais comme dans ce der- 
nier cas on pourra mener par le sommet A deux parallèles 
AM, AN aux côtés de l'angle B , pour former un angle 
NAM = B , il suffira de démontrer le théorème pour le pre- 
mier cas. 

Ainsi, supposons que AN soit perpendiculaire à AC, et AM 
à AD ; je dis que nous aurons alors l'angle NAM = CAD. 

En effet, NAM + MAC = NAC = i droit, 

et CAD -j^ MAC = MAD = i droit ; 

donc NAM -f- MAC c= CAD -f. MAC , 

et en retranchant le terme commun MAC, on aura enfin 
NAM = CAD. 

Si nous considérons l'angle obtus MAO et l'aigu CAD, qui 
ont aussi les côtés perpendiculaires , nous verrons qu'ils sont 
supplémentaires ; car en prolongeant AO vers AN , nous aurons 
NAM = CAD et supplément de MAO. 

Scolie, — Si d'un point pris dans l'intérieur' d'un angle ou 
de son opposé au sommet, on abaisse des perpendiculaires 
sur les côtés de cet angle , ces perpendiculaires formeront un 
angle supplémentaire du premier, et si ce point est situé au 
dehors de l'angle, les perpendiculaires feront un angle égal à 
l'angle donné. 
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THÉORÈME Xm. 

45. Les perpendiculaires éles^es sur deux droites qui 9e 
coupent, sont concourantes. 

Soient les lignes ÂB et BD (fig. 34) qui se coupent en B. Par 
un des points de AB élevons la perpendiculaire AM , et par un 
point de CD la perpendiculaire ON. Je dis que AM et ON se 
couperont. En effet, joignons les pieds A et par une droite 
qui fera avec ces perpendiculaires des angleis intérieurs MAO, 
NOA plus petits que les angles droits MAB,NOB, dont ils font 
partie. Ainsi , la somme de ces angles intérieurs ne vaudra 
jamais deux angles droits ; donc les lignes AM et ON ne peu- 
vent pas être parallèles, et se rencontreront après avoir été 
suffisamment prolongées. 

THÉORÈME XIV. 

46. Les portions de parallèles comprises entre parallèles 
sont égales. . . 

Supposons que les deux parallèles AB, CD (6g. 35) soient cou- 
pées par les deux autres AC^BD, et démontrons que les parties 
AC,BD sont égales. Il est d^abord évident que si ces deux 
d^rnièires étaien|; perpendiculaires aux premières , les parties 
indiquées AÇ,]3D seraient égales, car elles mesureraient la 
distance des 4(îux par^llèl^s AB,CD. Mais^si ces lignes se cou- 
pent obliqiiei|«4ent , coimne le représente la 6gure,. on pourra 
tQuJQjars éle^f;eir, par les points A et B , les perpendiculaires 
AM,BN, qui seront égalas , et dét^rmineropt des angles M et 
N égaux comme droits, et des angles CAM, DBN ^ux 
çoHune a^antlfB» ^4 tés parallèles et 4ingé»dans le même sens. 
P^r coQ^équent, si l'on porte l'espace DBN sur CAM, en fai- 
sant Golnpder les lignes égales BN et AM , alors , puisque 
lç$ angles CAM, DBS{ sont égaux» et par suite superposables, 
le côté BD couvrira AC , et de même le côté ND tombera 
sur MC. Mais le point D qui appartient à la fois aux deux li- 
gnes BD et NE, devra se trouver en même temps sur la 
ligne AC «t sur MC , et ne pourra être que leur intersection C ; 
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donc les lignes BD et AG auront mêmes extrënutés , se con* 
fondront exactement et seront égales. On prouverait égale- 
ment que AB = CD. 

Voilà les théorèmes essentiels auxquels donnent lieu les 
combinaisons des lignes droites^ Les principales propriétés 
que nous en avons déduites sont celles des angles , des per-« 
pendiculaires , des obliques et des parallèles : elles sont d'une 
grande importance , car nous aurons constamment besoin d'y 
avoir recours. Ainsi il est utile ,, avant d'aller plus loin , que 
les élèves se familiarisent avec elles. 

47. Pour compléter Pétude de la ligne droite, il ne nous 
reste plus qu'à nous occuper de sa mesure. 

Mais, mesurer une quantité , c'est comparer son étendue à 
celle d'une quantité de la même espèce , déterminée d'a- 
vance , et qu'on appelle unité} ainsi , il faut d'abord faire 
choix de cette unité. 

L'unité linéaire adoptée en France depuis la fin du siècle 
dernier, est le métré {^). Ainsi, pour nous, mesurer une ligne 
droite, c'est chercher combien de fiois hi longueur du mètre 
se trouve contenue dans celle de cette ligne. 

Le premier procédé qui se présente pour cela , c'est de 
prendre une tige inflexible de la longueur d^un mètre , et delà 
porter sur toute l'étendue de la ligne, autant de fois que po»« 
sible. Ce nambre de fois sera la mesure de la dtoite donnée ; . 
c'est ainsi qu'on dira que la ligne AB vaut 6 mètres, si la lon- 
gueur contient six fois celle du mètre. 

Mais on conçoit que souvent une longueur déterminée ne 
contiendra pas un nombre exact de fois la longueur dé l'unité ; 
ainsi, il faudra savoir exprimer des fractions de cette unité. 
Or, pour y parvenir, on a subdivisé l'unité principale en par- 
ties al^quotes, qui deviennent à leur tour d'autres espèces 



{*) Le mètre est la quarante-millionième partie de la longueur du racri- 
dien terrestre qui passe par Paris. Il est mile que chaque t'ièvc prenne imt 
idcc exacte de sa longueur. 
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d^imités. Mais il était utile , pour faciliter les calculs , de se 
conformer à notre système de numération j et d'adopter des 
subdivisions décimales. 

On divise donc d'abord le mètre en dix parties égales , qui 
sont alors des décimètres; chaque décimètre est ensuite sub- 
divisé en dix parties égales appelées centimètres; enfin, le 
centimètre fournit des millimètres, etc. 

Au moyen de ces subdivisions , il est facile d'exprimer par 
un nombre (entier ou fractionnaire) une ligne droite quèlcon* 
que. Ainsi, par exemple, si la ligne AB (fig. 36) était pro- 
longée jusqu'en G d'une quantité BG trouvée égale à cinq 
décimètres et quatre centimètres, on poserait AG = 6'",54. 

Pour mesurer de grandes distances, on prend pour unité 
des multiples du mètre, dans le but d'éviter l'emploi de 
nombres trop grands. Ge sont le décamètre ou la longueur de 
dix mètres ; le kilomètre ou mille mètres; le mtriamètre ou 
dix mille mètres. 

48. Nous devons aplanir encore une difficulté; c'est que, 
lorsqu'on veut employer les subdivisions du mètre, on s'aper- 
çoit bientôt qu'elles deviennent assez petites pour n'être plus 
appréciables à la vue ordinaire. Cependant il importe, dans 
bien des cas; d'obtenir la mesurq d'une droite avec un grand 
degré d'approximation , et pour y parvenir, on fait usage d'un 
instrument appelé verniei^ ou noniîis, que nous allons faire 
connaître. 

Cet instrument consiste en une règle fixe AB (fig. 37) , à 
laquelle est adaptée une seconde règle mobile GD. La règle AB 
est divisée en parties égales basées sur le mètre , et GD , ffui 
doit avoir une longueur égale à neuf des divisions de AB, est 
divisée en dix parties égales : en sorte que les divisions de GD 
sont les 7% de celles de AB, c'est-à-dire plus petites de z^, et 
qu'en appliquant cet instrument sur la ligne à mesurer, on 
pourra apprécier des longueurs qui ne seront que le dixième 
des divisions faites sur AB. 

En effet, supposons qu'en mesurant la ligne MN (fig. 38), 
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on obtienne un certain nombre d'unités , plus un reste NO, 
qu'on désire estimer avec précision. On portera le Temier ma 
lac ligne MN ^ en plaçant Textrémité A sur le point N , et 
faisant avancer la règle mobile CD jusqu'à ce que C arrive à 
l'extrémité ; alors on examinera quelle est la division de CD 
qui correspond exactement à une divbion de AB , et son 
rang indiquera le nombre de dixièmes dont l'extrémité G 
aura dépassé la dernière division de AB. Ainsi , par exemple, 
si c'est la sixième division marquée S sur CD qui corres^ 
pond à une division R de AB , c'est une preuve que le point O, 
qui se trouve entre la septième et la huitième division de AB, 
est en avant du point X de -^ i et qu'alors la longueur 
N0 = AX+-j%=:7+-^ divisions de AB ; car la partie 
AX=7. 

Par conséquent , si AB est divisée en millimètres , on 
pourra y au moyen du vernier, estimer des dix-millimètres. 

PROBLÈMES/ 

Dès qu'on sait mesurer une droite , on peut se proposer di« 
vers problèmes relatifs à cette ligne. 

PROBLÈME I". 

49. Faire une ligne égale à une ligne donnée , ou bien dou^^ 
ble y triple, etc. . • . , de cette ligne ? . 

1*^. Soit A (fig. 39) la ligne donnée ; si l'on veut en faire une 
égale à celle-là , on tracera une droite indéfinie BX ; on 
prendra avec un compas , ou tout autrement , une longueur ' 
égale à A , on la portera de^ B en G , et BC sera la ligne de- 
mandée. 

2?. Si l'on voulait une ligne double de A , on porterai^ 
cette même longueur deux fois de B vers X; si on la voulait 
triple y on porterait trois fois cette longueur, etc. • . • 

3^. Enfin y si l'on demandait une ligAe qui fût égale à la 
différence de deux autres A et BX , on porterait la plus pe- 
tite A sur la plus grande BX , de B en C , et l'on aurait CX 
pour leur différence. 
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PROBLÈME II. 

5o. Trouver la commune mesure de deux droites données, 
et par suite leur rapport numérique? 

Lorsque deux ligiies ont été mesurées par le proce'dë connu, 
et qu'on a. les nombres qui les représentent, il est facile de 
coiinaitre leur rapport ; car il suffit de diviser le plus grand par 
le plus petit de ces deux nombres. 

Mais si les lignes données ne sont rapportées à aucune 
unité, et q^ie leur longueur ne soit pas indiquée, on sera 
oUigé, pour déterminer leur rapport, de chercherleur.com- 
wnune mesure, c'est-à-'dire une longueur qui soit contenue 
un nombre exact de fois dans chacune d'elles. Le procédé 
qu'on emploie est analogue à celui qui est usité, en Arithmé- 
tique , pour la recherche du plus grand commun diviseur de 
deux nombres ; le voici : 

Soient AX etBY (fig. 4<>) ^^^ ^^^^x lignes données ; leur com- 
mune mesure ne peut pas dépasser la plus petite des deux, mais 
elle peut lui être égale ; ainsi donc , portons la plus petite BY 
sur la plus grande AX : si elle y est contenue tin nombre 
exact de fois, BY sera la commune mesure cherchée; mais 
si nous trouvons, par exemple, tm quotient a et un reste GX 
ce ne sera pas BX. Alors nous observerons que toute quan* 
tité D qui divise exactement AX et BY, doit diviser aussi le 

reste CX : car, dans l'égalité -=r- = — ^=r f- — -, si D di- 
vise AX, le premier membre sera un nombre entier; si D 

2BY 
divise BY, le terme -=r- sera entier, et il faudra alors que le 

' CX 

second terme -r=ç- soit aussi entier, sans quoi le premier mem- 
bre entier serait égal au second membre fractionnaire, ce 
qui est impossible. Par conséquent, la mesure commune 
à AX et BY doit aussi mesurer le reste GX. 

Ainsi donc , la conunune mesure cherchée ne peut pas être 
plus grande que CX ; mais elle peut lui être égale. Or, pour 
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savoir 81 ce sera CX » portons ce reste sur la plus petite des 
denx lignes données BY. S'il y est contenu un nombre exact 
de fois y il le sera aussi dans AX , et GX sera cdtte commune 
mesure ; mais si nous trouvons encore , par exemple, un que* 
tient 2 et un reste EY, ce ne sera pas GX; et nous serons 
conduits , par un raisonnement analogue au précédent, à con- 
clure que la commune mesure demandée doit diviser le ser- 
cond reste £Y, et qu'il faut porter £Y sur GX. 

De même , si nous obtenons un troisième reste FX , il fau- 
dra le porter sur le second EY , et ainsi de suite, jusqu'à ce 
que nous arrivions à un dernier reste qui soit contenu un 
nombre exact de fgis dans le précédent : alors ce dernier sera 
la commune mesure des deux lignes proposées. 

Ainsi, par exemple, supposons que le reste FX soit con- 
tenu deux fois dans EY, il est facile de voir alors que FX sera 
la commune mesure des deux lignes AX,BY, car On aura suc- 
cessivement les égalités 

EY = 2.FX, 

CX= 2.EY + FX = 5.FX, 

BY = 2.CX + EY = lo.FX + 2.FX = 12.FX, 

AX = 2.BY + GX = 24.FX + 5FX = 29.FX, 

c'est-à-dire que Von aura la proportion 

AX : BY :: 29 : 12. 

Ainsi donc, le rapport des deux lignes données est 29 : 12, 
bu bien f|. 

Il peut arriver que quelque loin qu'on pousse l'opération 
indiquée ci-dessus, on. ne parvienne jamais à un reste qui 
soit exactement contenu dans le précédent, et qu'alors cette 
opération ne puisse se terminer. Dans ce cas , les lignes don- 
nées n'auront point de commune mesure. Gela posé : 

Des lignes données sont dites commensurables , ou inconu 
mensurables entre elles, selon qu'eUes ont ou qu'elles n'ont 
pas de commune mesure. Leur rapport est dit rationnel, ou 
irrationnel, dans les mêmes cas. 
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ïionque deux lignes sont incommensurables ^ si Ton né- 
gligé les fraction^ très petites que l^pn obtient après un cer- 
tain nombre d'opérations , on aura la valeur plus ou moins 
approche'e de leur commune mesure. Cette approximation 
|>eut suffire dans quelques cas, 

ObsetvioUm. — > L'opération que nous Tenons de décrire est 
applicable à toutes les quantités superposables , pourvu\ que 
les deux q«e Ton compare soient de même nature ; cat les 
qiiotieiis successifs sont des nombres abstraits qui conviennent 
également à toute grandeur* Or, il peut arriver qu'en che^ 
chant le rapport des deux quantités A et B, et celui des 
deux autres M et N, on trouve successivement les mêmes 
quotîens dans le^ nvême ordre, en sorte que l'opération se 
lamine au même point pour tous les deux , on qu'elle soit 

également interminable pour les deux cas. Alors le rapport s 

M 
sera exprimé par les mêmes nombres que le rapport s^, tant 

dans le cas où ces rapports seraient rationnels, que s'ils 
étaient irrationnels. Ainsi, dans ces deux ^suppositions , les 
quantités A, 6, M, N seraient toujours proportionnelles, et Ton 
aurait A :B :: M:N. 

On voit par là que la proportionnalité peut exister entre 
des «piantités incommensurables; et cette propriété impor- 
tante nous sera d'un grand secours par la suite. 

REMAEQtJE. <— Lorsqu'une ligne A3 (fig. 40 cs^ déterminée 
de longueur, et que de ses extrémités A et B on abaisse des 
perpendiculaires sur une autre droite située d*une manière 
^quelconque par rapport à la première^ la partie MN com* 
prise entre les pieds de ces perpendiculaires, s'appelle la 
projection de la droite AB sur la seconde ligne. Cette projec- 
tion varie de longueur, selon les positions respectives des deux 
droites; elle est égale A AB lorsque ces lignes sont parallèles, 
et elle se réduit à un seul point dans le cas oj!i elles seraient 
perpendiculaires. 

3 
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«. IL — DE LA LIGNE œURBE, 



De la circonférence du Cercle , de ses propriétés et de 
ses combinaisons avec la ligne droite. 

Sa. Nous avons vu qu'il existe une infinité de lignes 
courbes; mais la Géométrie élémentaire ne s'occupe que d'une 
seule : c'est la circonférence du cercle. 

Pour avoir une idée. exacte de cette ligne, supposons que 
l'on prenne un compas y ouvert d'une certaine quantité, et, 
qu'après avoir fixé une de ses pointes sur un plan au point € 
(fig. 43} , on fasse exécuter une révolution entière à l'autre 
pointe ; celle-ci tracera dans son mouvement la ligne courbe 
AMN qu'on nomme circonférence; la portion du plan ren- 
fermée dans cette circonférence s'appelle cercle; le point fixe G 
est dit le centre du cercle ou de la circonférence ; et enfin , la 
longueur GA de l'ouverture du compas en est le nyran. Ainsi 
.donc, on peut définir la circonférence : Une ligne courbe 
fermée, dont tous les points sont à égale distance d'un point 
intérieur, appelé centre (*). 

Par conséquent , dans un cercle , tous les rayoqs sont ëganx ; 
mais comme la longueur du rayon génératear est arbitraire, 
il existe une infinité de cercles différens. 

53. Lorsque plusieurs circonférences (fig. 43) sont décrites 
du même centre avec divers rayons, elles sont appelées con^ 
centriques ; si les centres sont séparés, on les nomme ex- 
centriques. 

Deux circonférences concentriques sont également distantes 
dans tous leurs points ; car cette distance constante est la dif- 



(*) On confond quelquefois les dénominations de cercle et de circonfé» 
renç^l mais il faat bien se rappeler q«e ta cireonf^reace n'^est qn'nne ligoc^ 
et qne le cercle est une sarface. ^ 
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ftérence de leurs rayons. L'espace ou bande qui les sépare s'ap-. 
pelle couronne circulaire, 

54* Des circonférences excentriques décrites avec des rayons 
égaux sont égales , car elles coïncideraient exactement , si Ott 
les superposait. 

Avant d'entamer Pétude de cette nouvelle ligne , il £siut con^ 
Bidtre quelques termes qui lui sont relatifs. 

55. On désigne un cercle (fig. 4^) par deux lettres placées 
Vune au centra et Tautre à la circonférence. Ainsi, on dit le 
scercle CA. 

On donne le nom à* arc (fig. 44) ^ ^^^ portion de circonfé- 
rence telle que ANB. L'arc peut être égal à la moitié de cette 
circonférence, et s'appelle alors demi-circonférence; il peut 
aussi être plus grand ou plus petit que cette moitié. On arc 
"égal au quart d'une circonférence porte le nom de quadrant. 

56. Une ligne droite (fig. 44) ?^^ coupe une circonférence 
<ïst dite une sécante; elle divise cette circonférence en deux 
arcs ANB et AMB, 

~ La portion de la sécante comprise dans le cercle se nonune 
la corde, ou sous-tendante de l'arc ou des arcs correspon- 
dais ;• ainsi , AB sera la corde de l'arc ANB et de l'arc AMB. 
La corde est plus ou moins longue , selon sa portion. On l'iqh 
pelle quelquefois ligne inscrite dans le cercle. 

57. La portion de cercle limitée par l'arc et la corde, 
telle que ANBDA , s'appelle un segment de cercle^ 

58. Enfin , on donne lé nom de secteur à une portion de 
•cercle comprise enti^e un arc et les deux rayons qui aboutis^ 
sent à ses extrémités, tel que GGH. 

59. La corde qui passe par le centre s'appelle diamètre^ 
Ainsi, LG est un diamètre. Nous démontrerons que c'est la 
plus longue corde possible , et qu'elle divise le cercle et la cir- 
conférence en deux parties égales. 

Le diamètre est double du rayon, 

3.. 
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Tous les diamètres sont égaux. 

60. Lorsqu'une ligne droite touche une circonférence en uA 
seul point , elle est dite tangente à cette circonférence , et le 
point conunun s'appelle point de tangence ou point de con- 
tact ; de même , lorsque des circonférences sont placées de 
manière h se toucher par un seul point , on dit qu'elles sont 
tangentes entre elles. 

61. On désigne par la dénomination d'angle au centre 
(fig. 44^ un angle dont le sommet est au centre d'un cercle , 
tel que l'angle GCH. 

Un angle qui a son sommet sur la circonférence (fig. 4^^ et 
dont les côtés sont des cordes , porte le nom i* angle inscrit f 
ainsi , GAB est un angle inscrit. 

Enfin , un angle tel que MON , dont les côtés sont tangens à 
la circonférence , est dit circonscrit. 

Observation. — Un arc et sa corde ont les mêmes extré- 
mités ; ainsi la corde , qui est une ligne droite , est toi^you» 
plus courte que l'arc soutendu. 

62. Deux arcs sont égaux lorsque , en les appliquant l'un 
sur l'autre, ils coïncident exactement; mais pour que xette 
coïncidence puisse avoir lieu , il faut qu'ils aient été décrits 
avec le même rayon. 

LEMME. 

€3. Lorsque dii^erses lignes courbes ont les mêmes extré- 
mités y la plus courte cTentre elles est celle qui s'approche le 
plus de la droite qui joint ces extrémités , et la plus longue, 
celle qui s*en éloigne davantage. 

Soient les lignes courbes ANS, AMB, APB, etc. (fig. 46), et 
prouvons que ANB <^ AMB. En effet, entre ces deux lignes, 
menons une droite RS qui touche ANB en un seul point Z ; 
alors la droite RS < RMS , et par conséquent ^ ARSB <^ AMB. 

De même , si nous menons une autre tangente TV, nous 
aurons TV < TSV, et par suite ARSB > ARTVB ; en contî 
nuant ainsi , nous obtiendrons des lignes brisées de plus en 
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plus petites les unes que les autres, et à plus forte raison que 
AMB; mais en poursuivant cette construction jusqu'à ce que 
tous les points de tangence N,0,Z, etc. , se touchait , alors 
hk ligne brisée finale aura tous ses points places sur la coorbe 
ANB, et sera y par conséquent , cette courbe elle-même; or^ 
comme ces lignes brisées auront été constamment moindres 
que AMB , à plus forte raison , leuir limite ANB *< AMB. 

Si y parmi les lignes données, les unes étaient au-dessus , 
les autres au-dessous de AB, on replierait AQB , par exemple» 
sur la partie supérieure AMB, et en prouvant que AMB est 
plus grand que ANB , on Faurait prouvé pour AQB, 

Ce raisonnement s'appliquerait à des lignes qui s'envelop- 
peraient dans tous les sens (fîg. 47)* 

Par conséquent , les lignes enveloppantes sont plus grandes, 
que les lignes enveloppées. Ce principe est vrai , tant que les 
lignes sont telles, qu'une droite ne puisse pas les couper en. 
plus de deux points. 

THÉORÈME l. 

64. Vne ligne droite ne peut couper une circonférence en 
plus de deux points. 

En effet, puisque tousses points d'une circonférence sont 
â égale distance du centre , et que de ce centre on ne peut 
mener plus de deux oblique» égales sur une sécante donnée ;.. 
il est impossible que cette ligne et la circonférence aient plus 
de deux points communs. 

THÉORÈME II. 

65. Le diamètre est la plus grande de toutes ^les cordes. 
Soit le diamètre AB et la corde DG ( fig. 48) ; si du centre C 

on tire les rayons CD,CG aux extrémités de cette corde, on 

aura la droite DG < CD + CG ; mais CD 4. CG= AB ; donc 

AB>DG. 

THÉORÈME in. 

66. Tout diamètre divise le cercle et là circonférence en- 
d^ux parties égales. 
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Si Ton fait tourner le demi-cercle AMB (fig. 48) Aatour dt» 
diamètre AB , p6mr l'appliquer sur ANB , les deux parties de— 
Tront coïncider exactement, sans quoi il y aurait des points de 
la circonférence inégalement distans du centre; donc, les 
4eu^ demi* cercles sont égaux. 

tioEOLLAffis. — Deux diamètre» obliques AB^GD (fig. 49) > 
divisent donc le cercle et 1% drconférence en quatre parties 
égftlc» deux à deux ; et si ces diamètre» étaient perpendicu^ 
lairefty tels que ABiMN, ces parties seraient toutes les quatre 
égales entre elles. On donne à chacune de ces parties le nom de 
quart de cercle» 

THÉORÈME IV. 

67. La perpendiculaire abaissée du centre d'un cercle sur 
une corde quelconque, passe toujours par le milieu de cette> 
corde et par lés milieux des deux arcs soutendus. 

Soit la corde MN (fig. 5o) ; du centre G abaissons la per- 
pendiculaire GO y que nous prolongerons jusqu'en A et B, 
et menons les rayons BM,GN aux extrémistes de la corde; ces 
rayons étant deux obliques égales, seront également éloignés 
de la perpendiculaire, et nous aurons NOssMO; donc le 
poipt est le milieu de MN« * . 

$)n second J^eu, puisque AB est un diamètre, si Von ap-« 
plique le demi^^cerde AMB sur ANB , ils coïncideront exacte- 
v^eoX ; mais , à cause des angles droits en ^ OM tombera 
sur ON , et comme .OM = ON , le point M tombera en N,. 
alors les arcs AM et MB couvriront les arcs AN et NB , sans 
quoi il y aurait des points de la circonférence inégalement 
éloignés du centre ;. ainsi l'on aura arc AN = arc AM , et 
arc NB= arc MB ^ donc le point A est le milieu de Farc MAN> 
et le point B le milieu de MBN. 

Réciproquement^ si le^ points A et B sont les milieux, des 
deux arcs soutendus par la corde MN, et le milieu de 
cette corde, ces trois points seront sur un même diamètre 
perpendiculaire à MN. 

GoROLLAiBE I. — On voit donc que le milieu de Tare, le 
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Mtieu^'de la cordç ^i U p^i^tre, sont toujoues sur une mêneié 
droite perpendiculaire à )a corde ; par conse'quent , deux de 
ces points étant connus , on pourra aisément connaître le troi- 
sième. Nous ferons souvent usage de ce principe. 

Corollaire 2. —Toutes le^ cordes. paraUèles qu'on peut 
mener dans un cerclé, ont donc leurs milieux situés sur un 
même diamètre qui leur est perpendiculaire, 

Scolie. -yr^ La >par;tie. AO du .rayon GA ,. vskenée, pèïçpeudîçq?' 
laidement à nne corde,; s'appelle la jlZèc^ed^ l'arc soiute»disu 
Cette flèche esft^la;hauieur du^^egmont.. . 

THÉORÈME V. 

^^ 68. Dans un jnéme cerek^oti dnns des oerêks égaux \ leà 
arcs égaux seiUjfàutendus. par dâs^ cardes- éffa&ê y 'étréeipàoi* 

SupposoBSiqae.Fàre AN3:£3 DRË (fig.:5i), je dis qti*im 
aura la corde AB t=s DE; car si 716119 tiiiôns les cordes AD et 
B£ , et que par le milieu^ M des arcs AMD ei BME , nous mé*^ 
nions .UB.âiamètQB:M&,.ce'<liaAièiresera perpendiculaire iux 
cardes. AD et BE,,et;pas9era/par les points O et P niilteax<de 
ces cordes. Aloors.si n6ua faiiaons .tourneijt W detaUHcercle MES 
autour du diamètce, pour rappliquer aar'MB^,: le poimt D 
tonaberà caa A , et le point Ë en B ; donc là ligne droite DE se 
coi^ndraaT^cAB.t.etluisera.éga1e. . 

Réciproquement, si la corde AB == DE, et qu'oA porte le 
segment ANB sur DRË^ e^ faisant coïncider les cordes ÀË 
et DE, alors les arcs , ayant mêmes extrémités, devront se 
recouvrir exactement , car sinon , il y aurait des pointa de la 
circonférence inégalement éloignés du centre; donc , ces' arcs 
sont égaux. 

Scelle. — Les cordes accessoires AD et BE qui joignent les 
extrémités de deux ^cordes égales AB., DE p sont donc pa?^ 
mllèles. . _ / 

GoROUUàiRE. Bour déterminer des arcs égaux sur une circon- 
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férence, il Bof&t donc de porter, sur plusieurs pointa^' un 

compas ouvert d'une quantité constan'tOx 

' THl^ORÈJVffi Vt / 

6q. Les cordes égales sont également éloignées du centre ^ 
et parmi les cordes inégales , la plus grande en est le plus 
rapprochée. 

1®. Soit la corde AB = ED (6g. Sa) ; du centre C abaissons 
les perpendiculaire^ GP, GQ, qui mesureront -les distances de 
ceë^«ord'e8 au centre , et m^ùons le diamètre M8 perpendiéù-» 
laire aux cordes accessoires' AD, BE ; après quoi, appliquons 
le demi-cercle MES sur MBS ; alors les cordes égales AB et DE 
coïncideront dans tous leurs points, et le milieu P de DE 
lnalïAberft sur le mUieu Q de AB ;. pav eonsëilttent^ lesperpéiMli- 
cola^res GP et CQ se confondrovt et seronrt'égalesi - . '^ ->■ - 

a"". Si la corde AB > DE (fig. 53 ) , et que du centre G 
on abaiéte tes perpendiculaires GP;GQ^ 6a aura GP<CO 
et €0 <CQ; d'où GP < GQ ; donc la plus grande est. la 
pkis rapprochée du centre. 

Si les deux cordes n'étaient pas d'un même côtté du centvey. 
comme AB et D'Ë', on pounait toujours, du côté de ABy 
en tracer une DEssD'E' qui serait à la même distance do 
centre, et la. question reviendrait an cas pcécédent. 

Scolie. — U est iacile de s'assurer qu'i mesure que la corde 

augmente , l'un des deux arcs correspondans augmente aussiv 

pendant que l'autre diminue^ mais l'augmentation, sera moins 

rapide dans la corde que dans l'ar^, en sorte qu'un arç 

double d'un auitre est soutendu par une corde qui n'est p&s le 

double de celle du premier : en effet , si l'arc P'NË'saa.D'N,. 

pn aura la corde D'N = NE', inais D'E* < D'N + NE' ; dptw: 

D'E'<2,D'N. 

THÉORÈME VII. 

^o.. La plus grande corde qu'on puisse mener dans un cercle, 
par un point donné , est le diamètre qui passe par ce point, 
et la plus petite est la perpendiculaire à ce diamètre. " 

Jlneffct, seit le point Q (fig. 54). H est d'abord ëVideul 
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que le diamètre DE est la plus grande corde r ensuite , si par 
ce point y on mène une corde MN perpendiculaire â DE, el 
une autre LF oblique à ce diamètre , on aura , en abaissant 
la perpendiculaire CG, CG<CO; car GO sera oblique par 
rsbpport à CG : donc M> corde* LF est plus près du centre, et par 
suite plus firande^que MN. ^ ' 

' THÉORÈME YIII. 

71. 'La peipendi^HlaîiXiéUvéft à Pisâiirémiié iPun rqfran est 
tangent» à la eirç0^4nençei -, ci réciprofuementj' 

$i lf0ii.ëlè9«:à:reilréfiHfé T.(figl5S)du nyonCSrhpcr- 
peudicttlaîce.DQ.r ^9ius )^.'aujbre8«|ii(]|iiitA de cette ligne senmt 
plus loin du centre G que le.poiutiT., car l'oblique CD >> CT» 
DoAC.1;e|)!ittini«ff f>«kiitT, seul,:appà)i^fieBt:à-lft.cireonfi[^uee, 
et par .conséquent iDO est UUQ tangente»- 

RéoiPRoOoÊlitei^. 'SI BO est'tsitigënté , cette ligne et la cir-' 
conférence nïtiroÀt que* le poitit T coinmun ; et, par suite ,. 
ce point sera te plus près du centre : donc GT mesurera ta dis- 
tance du point G à la ligne DO, et sera la perpendiculaire 
abaissée d'à cétîtrre sur DO.' Ainsi toutes les autres lignes , telles 
que Gb , sont deb obliqùési ' 

GoROLLAifiri^. Par un ppii;it donn^^ur la circonférence, ou fie, 
peut donc .mener qu'une seule tangente» 

Scolie. On voit que la tangente n'est qu'une sécante dont 
là paiçtie. [intérieure y ou corde, est réduite à un seul point. 

THÉORÈME IX. « 

q%, .l^ei^^ tangentes situées aux extrémités du même dia^ 
xnhlre sont parallèles , et réciproquement. 

Puisque le rayon mené au point de contact est perpendicu-^ 
laire à la tangent ^ il est évideut d'abord que deux tangentes 
MRy NS (fig« 55) situées, aux extrémités du même diamètre. 
JdN sont pai:à)lèles, car elles sont perpeadicul^ires à une 
xnême droite. En second lieu , si les points de tapgence M et P 
Viç font p43 spr le mêuie diamèjUre ^ alors les rayons CM et GP 
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ne seront plus en ligne droite , et (n« 45} les tangentes MK 

et PC seront concourantes. 

THÉORÈME X. 

78. l4e$ urc^ compris entre deux dtbite».parxdikles ^i 
rencontrent une circonférence sont égauxicptre eux^ 

Deua: parallèles ( fig. 56) peuvent rencontrer une circonfé-^ 
rence dans trois positions différentes ; elles peuvent être toutes 
les deux tanigentès 4m -toutes leS' àéxtx êE^ëdiitëi , bu.bien i-ijne 
tangente , l'auU^ sécsnte ; de là ^ tto^ciÀAéi^tAiitr: 
' 't^ Si les deon patallèle»ÂT, B8'S0hetslii'ge«ite9,*eUes se- 
«MVt «ux extrémités dti mè<ne'diaftièciief^7:2^}S et le« arcs, 
coiApris sèrotft des detniTCireoiiMrenee$. ^ ' 

3^ SI les pamllèles AT,. 6H , sontruoe jtatagettte, Faoti;^ 
sécante, et qu'on mène un !m^irGA lHi^o}i^4eitatigenoev ce 
rayon sera perpen4iculaire à ;AT^/;et; p^r suijçe, è;,$ar,san 
lèle GU y par conséquent ( p*^ 67 ) le poii^t :^, /sçr^ \e milieu de 
Tare GAH soute»4ii P^r .la,, corde. GH; J^nt r^çncorc arc 
AG s= AH. 4 ; '• <.,* . •' ') ,' », . . 

a<>. Enfin , les parallèles GH f^t W^ étant suçantes > si Top. 
abaisse un rayon GA perpendiculaire, à l'une d'^çUçt^j» il le sera 
aussi à l'autre^ et le point A se. trouvera s^u milieu de l'arc 
GAH ainsi que de l'arc MAN ; et Toi^' aiîrà '6À =:'ÀH et 
AM = AN, d'où AM— AC?=rAN^ AH, c'est-à-dire 
GM~HN. ' • :.•'.. J- ..- .AV 

Donc le théorème éhotacé est démontré pdnr tous^les cà$. 

La réciproque est vraie^ 

Une infinité de lignes courbes pouvant passer par un même 
point (fig. 57^, on conçoit qtt\in pbidt donné puisse appar- 
tenir à la fois à une infinité de circonférences tangentes entre 
elles. "'' ' * -' ' • • '*' - - 

De même, une infinité de circonférences pouvant passer par 
deux points donnés A et B (fig. 58), la ligne droite AB^sera 
une corde commune à toutes ces circonférences, qui seront, 
^éctfznte^ entre elles. 

Mais trois et un plus grand nombre de points déterminés ne^ 
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peuvent pas appartenir à la fois à plusieurs circonCér^ices dis- 
tinctes y ainsi que nous allons le prou.ver« 

THÉORÈME XI. 

74- P^^ "v*^ points donnés, non en ligne droite, on peut 
toujours faire passer une circonférence, mais on ne peut en 
faire passer qu'une seule» 

Soient les points A , B , G ffig. 69 ; joignons-les par les droites 
A69 BGy qui seront évidemment des cordes delà circonférence 
qui passera par ces points ; par conséquent , la perpendicu- 
laire MO élevée à AB par son milieu M, passera par le centre 
de cette circonférence ( n® 67 ). De même , si par le milieu N 
de BG on élève une autre perpendiculaire NO, elle devra passer 
aussi par le même centre. Mais puisque les lignes AB , BC 
se coupent (n*45), leurs perpendiculaires respectives MO et 
I^Q se couperont aussi en un point O qui sera également éloi- 
gné des points A, B, G. Ce point est donc le centre d'une cir- 
conférence qui aura OC pour rayon , et qui passera par ces 
trois points. 

D'ailleurs les droites MO , NO ne peuvent se couper qu'eu 
un seul point. Ainsi il ne peut y avoir qu^un seul centre, un 
seul rayon et une seule circonférence passant par ^trois pointa 
Â 9 B, G. 

GoROLLAiRE^i. Trois points donnés déterminent donc la 
position d'une circonférence, et deux circonférences ne peuvent 
se couper en plus de deux points sans se confondre exac- 
tement. 

Gqrollâire 2. Un arc donné ne peut aj^rtenir qu'à une 
seule circonférence. * ' 

Scolie, La propriété ci -dessus servira à trouver le centre et 
le rayon d'un cercle ou d'un arc donné. 

THÉORÈME Xn. 

75. Lorsque deux circorférences se coupent, leurs deritres 
et le milieu de la corde commune se trouant sur une droite^ 
perpendiculaire à cette àorde. 
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En effet y puisque MN (fig. 60) est une corde commune 
aux deux cercles , si par son milieu on élève une perpen- 
diculaire, elle ira passer par le centre C e( par le centre D 

GonoLLàiRE I. Lorsqu'un nombre quelconque de circonfé-> 
rences passent par deux points communs A et B (^fig. 58 ) , 
tous leurs centres se trouvent sur une même perpendicubLire, 
élevée au milieu de la corde AB. 

Corollaire 2. Le théorème cirdessus est vrai , quelle que 
soit la distance AB, en sorte quHl le sera encore à la li— . 
mite , c*ést-à-dire lorsque ces deux points se confondront en 
un seul, et que les cercles , au lieu ,d'être sécans, seront tan— 
. gens intérieurement ou extérieurement. Car en faisant glisser 
les deux cercles CM, DM l'un sur l'autre, la corde MN aug- 
mentera ou diminuera de longueur , sans que son milieu O 
s'écarte de la ligne des centres CD ; et lorsque MN sera nulle,, 
les deux cercles auront une des positions de la figure 61 , où 
les points M , N , de la figure 60 sont réunis en T où T. 

Ainsi donc , lorsque deux cercles sont tangcns , leur point 
de contact est sur la ligne QC ou OT' qui joint leurs centres. 

THÉORÈME Xm. 

76. Lorsque deux circonférences sont tangentes , la perpçnr- 
diculaire éleifée par te point de tangence à la ligne qui joint 
leurs centres , est une tangente commune à ces circonférences. 

Car le point de contact T ou T' (fig. 61 ) étant sur la ligne 
des centres et sur chaque circonférence, la perpendiculaire 
MN sera perpendiculaire à l'extrémité de chaque rayon CT, 
OT , et par conséquent tangente aux deux cercles à la fois. 

Corollaire. Un nombre quelconque de circonférences tan*, 
gentes entre elles en un point ont tous leurs centres situés 
sur une même droite passant par ce point, et pei|>endiculairQi<^ 
, à leur tangente commune MN. 
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THÉORÈME XIV. 

77. LoTsquc deux circonférences se coupent, la distance des 
centres est plus petite que la somme des rayons i. 

Eu effet 9 si l'on mène les rayons CM, DM (6g. 60) à Tun des 
points d'intersection , on aura la ligne droite CD < CM +DM. 

Il est facile de voir que si les cercles étaient tangens (fig. 6i)y 
la distance des centres serait égale à . la somme des rayons, 
quand ces cercles sont extérieurs, et à leur différence lors« 
qu'ils sont intérieurs : car puisque le point de tangence est 
sur la ligne droite des centres, on a COssCT-f-OT et 
0D = Or-.DT'. 

Enfin , si les cercles ne se touchent pas (fig. 6a), la distance 
des centres sera plus grande que la somme des rayons , s'ils 
sont extérieurs, et plus petite que leur différence, si ces cer- 
cles sont intérieurs , car on a CO ss GN 4- OM 4" MN et 
0(D=:OP— DQ— PQ; doncCO>CN+OM et OD<OP— DQ. 

THÉORÈME XV. 

•j8 Lorsque des circonférences disperses passent par deux 
points donnés, Varc soutendu par la corde commune est 
doutant plus petit qu'il appartient à une circonférence plus 
grande , pourvu que cet arc soit moindre qu'une demi-circon^ 
férence; mais le contraire a lieu si Ton considère les arcs plus 
grands qiiune demi-circonférence. 

Soient deux cercles ON, CM (fig. 62.)» V^ ^ coupent en A et B ; 
lescentres Oet G de ces cercleset les milieux M, N de leurs arcs 
seront sur la perpendiculaire MR élevée par le milieu de AB 
(û** 67 ). Cela posé , supposons le rayon OB >CB, et obser- 
vons que la droite OB <0C +CB ; mais OB=ON et CB=CM, 
donc ON < OC + CM, par conséquent le point N sera plus 
près de la corde AB|que le point M, et l'arc ANB enveloppé 
par l'arc AMB sera plus petit que ce dernier. 

De même on a la droite CB <0B, et à plus forte raison 
CB < CO + OB , ou bien CS < CR ; donc l'arc BR A > BSA. 

ScoUe. Lorsqu'un nombre quelconque de cercles différens 
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passent par deux points A et B (6g. 58), les arcs qui apparden-^ 
nent aux cercles plus petits enveloppent ceux des cercles plus 
grands j et sont plus grands qu'eux du côté AMB , où ces arcs 
sont moindres qu'une demi-circonférence; et du côté opposé 
AI4B y les arcs de cercles plus petits sont enveloppés par ceux 
des cercles plus grands et sont moindres qu'eux. 
' Observons que le plus petit cercle qui puisse passer par 
deux points donnés est celui qui a pour diamètre k distance 
AB de ces deux points. Par conséquent , la demi-drconférence 
AMB sera le plus grand arc possible du côté M , et le plus 
petit possible de l'autre côté N. 

Mesure des Angles et des Arcs, 

79. On peut mesurer , en général , une ligne courbe de la 
même manière qu'une ligne droite, c'est-à-dire, en portant 
sur elle une autre courbe prise pour unité. Mais pour que la 
superposition puisse s'effectuer , il faut que la courbure de 
l'unité soit la même que celle de la courbe à me9urer, ce qui 
nécessiterait une unité particulière pour chaque espèce de 
courbe , et quelquefois même plusieurs unités diflférentes pour 
la même ligne , lorsque ses diverses parties seraient inégale- 
ment courbées. 

Mais nous n'avons pas encore à nous Qccuper de ces diffi- 
cultés ; ce qui nous importe pour le moment , c'est la mesure 
des arcs de cercle et celle des angles. 

Pour mesurer un arc de cercle, on peut porter sur sa lon- 
gueur un autre arc connu d'avance et décrit avec le même 
rayon , mais il faudrait alors autant d'unités qu'il y a de cer- 
cles différens. 

Quant à la mesure des angles , elle pourrait être estimée au 
moyen d'un angle connu qu'on prendrait pour unité ; mais un 
angle étant une grandeur indéfinie, ne présente pas cette pré* 
cision qui doit être le caractère de l'unité. 

Il s'agit donc , d'un côté , de ramener la mesure des arcs à 
une seule unité , et de l'autre , de débarrasser celle des angles 
de toute considération d'infini. 
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t^OQir cela 9 nous allons comparer 1«8 anipfes eC les aves enire 
lejiix ; et bien qu'au priemier abord ces deux quavtitiés paraissent 
n'aToir aucune relation, elles possèdent pourtant des pro^ 
|)rie'tes communes au moyen desquelles nous pourrons Jes 
mesurer Tune par l'autre. 

Lorsqu'un angle a son sommet an centre d'un cercle , ses 
côtés interceptent sur la circonférence un arc plus ou moins 
grand , selon que Tangle au centre est phis ou moins grand 
lui-même ; et il est évident que lorsque l'angle augmentera 
ou diminuera, l'arc correspondant subira la même Tariation ; 
en sorte que si l'on fait passer l'angle au centre BCD (ftg. 64) 
par tous les états de grandeur , depuis zéro jusqu'à deux an- 
gles droits, en faisant tourner le rayon CD autour du centre, 
depuis la position CB jusqu'à son prolongement CG, Tare 
compris BD variera aussi depuis zéro jusqu'à la demi*circonfi$- 
rence BDD'G. 

Or, nous allons démontrer que , dans tous les cas , les angles 
au centre sont proportionnels aux arcs correspondans. 

THÉORÈI^EI. 

80. Dans le même cercle, ou dans des cercles égaux, les 
angles au centre , égaux , correspondent à des arcs égaux, et 
réciproquement, 

i*. Soit l'angle 'ACB = BCD (fig. 64), je dis qu'on aura 
l'arc AB=arc BD : car, puisque les angles sont égaux, ils 
devront coïncider exactement en les appliquant l'un sur 
l'autre. Si donc on fait tourner le demi- cercle BDG autour du 
diamètre BG , le rayon CD viendra recouvrir le rayon CA; et 
comme ces rayons sont égaux , le point D tombera en A : alors 
les arcs BD et BA ayant mêmes extrémités, se confondront. 
Donc AD==BD. 

De même si Ton porte les cercles égaux CA, CD (fig. 65) 
l'un sur l'autre , en faisant coïncider les centres C et les rayons 
CB , les deux autres CD et CA se recouvriront à cause de l'é- 
galité des angles ACB, DCB, et les extrémités des deux arcs BD 
et BA tomberontaux mêmes points. Donc ces arcs seront égaux. 
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> a^ RiciPROQUEiiENT. Si les arcs AB et BD sont ^gaux , \eê 
angles au centre le seront aussi; car si l'on applique lés aires 
égaux Tua sur Tautre , leurs extrëinite's se i^onfondroht , et, 
par suite, les rayons qui y aboutissent se confondront aussi et 
feront des angles égaux. ' 

CoROLLAiREi. 11 est facile de conclure de là que ^ si Ton avait 
des angles au centre doubles, triples , etc. les uns des autres, 
leurs arcs correspondans seraient aussi doubles , triples ^ etc. ; 
car si Vangle BCD" est triple de BGA , c^ pourra porter trois 
fois ce dernier BGA sur BCD'', et à chaque fois on déterminera 
des arcs BD , DD', D'D" égaux à Tare AB. 

Corollaire 2. Pour faire un angle au centre égal à un adgle 
donné, il suffit de prendre une ouverture de compas égale à la, 
corde dé son arc, de la porter sur la circonférence , et de 
mener des rayons à ses extrémités. 

THÉORÈME II. 

81. Dans le même cercle, ou dans des cercles égaux , les 
angles au centre sont proportionnels aux arcs correspondans. 

Pour démontrer cette proposition , il faut chercherle rapport 
des angles donnés et celui de leurs arcs , par un procédé 
analogue à celui employé pour les lignes droites, et faire Toir 
que ces rapports sont toujours égaux. 

Ainsi , soient les deux angles ACB et DCH (fig. 66), qui ont le 
sommet au centre d'un même cercle , et dont les côtes inter- 
ceptent les arcs AB et DH ; portons le plus petit arc AB sur le 
plus grand DH , en prenant, à partir du point D, une ouver- 
ture de compas DM égale à la corde de Tare AB, et me- 
nons le rayon CM ; alors l'angle DCM sera égal à ACB , puisque 
l'arc DM = AB. 

Ensuite , du point M portons le même arc AB en MN , et 
nous aurons encore un angle MCN = ACB ; enfin , continuons 
cette marche tant que cela sera possible , c'est*à-dire jusqu'à 
ce que nous obtenions un reste plus petit que AB ; ce qui ar« 
rive , dans ce cas, après la seconde opération, et nous aurons 

arc DH = 2 . AB + NH , et ang^é DCH = 2 . ACB + NGH. 
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À présent portons le premier reste NH sar AB autant de fois, 
qju'il pourra y être contenu^ en menant des rayons Cp , Cq^ Gr 
aux points de division , nous formerons autant d'angles BCp, 
pCqj çCr^ égaux à l'angle NGH, qu'il y aura d'arcs Bp, p^fÇ^j 
égaux à l'arc NH , et si nous admettons que AB contienne trois 
fois NH, plus le reste rA, nous aurons 

apcAB = 3.NH + rA, et angle ACB = 3.NCH + rCA. 

Portons ensuite le second reste rA sur le premier NH , qui le 
contiendra 3 fois plus un reste HX ; d'où 

arc NH = 3.rA + HX» et angle NCH = 3.rCA +XGH. 

Enfin , supposons que XH soit contenu deux fois dans rA » 
alors rope'ration sera terminée, et nous poserons 

arcrAssa.HX, et angk rCA =r a.XCH. 

BX sera donc la commune mesure des arcs, et XGH la com- 
mane mesure des angles. 

En remontant de l'une ^ l'autre , ces diverses égalités don* 
mront successivement 

arc NH == 7.HX, angle NGH = 7.XGH,- 
arc AB = 23. HX, angle AGB = 23 .XGH, 
arc DH = 53. XH, angle DGH = 53. XGH. 

On voit par là que l'unité d'arc HX est contenue 23 fois 
dans AB et 53 fois dans DH , et que l'unité d'angle XGH 
est aussi contenue 23 fois dans AGB et 53 fois dans DCH ;.âonc 
les arcs sont dans le même rapport que les angles , et l'on a la 
proportion 

angle AGB : angle DGH :: arc AB : arc DH :: 23 : 53. 

La marche que nous venons de suivre est également appli- 
cable ^ tous les angles placés. au centre d'un nvème cercle , 
oi|. I)icn 4UX. centres de, cercles égaux. Par conséquent le 
f rin^ipe est généraK 

4" 
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Nous avons suppose, dans Texemple précédent, qUte lél 
arcs étaient comnaensurables ; m^s il est facile de se con* 
Taincre que lors même que ces arcs seraient incommensura*» 
blés , la proportionnalité entre les arcs et les angles conep* 
pondans existerait toujours s car il est bien évident que les 
quotiens successifs, fournis par les arcs^ sont numériquement 
les mêmes que ceux fournis par les angles, que les uns ne peu- 
vent pas donner de reste > sans que les autres en donnent un 
correspondant ; que l'opération so terminera toujours pour 
les angles, au même point où elle se terminera pour les 
arcs ; et qu'enfin , si les arcs . sont incommensurables , les 
angles le seront nécessairement. Dans cette dernière supposi-^ 
tion , la commune mesure ne s'obtiendra que plus ou moins 
approximativement j mais l'approximation sera la même pour 
les deux rapports ; ainsi , dans tous les cas : Les angles au 
centre sont proportionneb aux arcs qu'ils comprennent entre 
leurs côtés. 

Corollaire. — Il résulte de là qu'un arc donné est à la cir«i> 
conférence entière, comme son angle est à quatre angles 
droits. Ainsi un angle droit compreinlra im quadrant. 

82. Le théorème précédent prouve donc clairement que si 
l'on prend pour unité de mesure des arcs, un arc déterminé, 
et pour unité de mesure des angles , l'angle correspondant 
à cet arc, on pourra mesurer les angles par les arcs compris 
entre leurs côtés ; car les nombres qui exprimeront la mesure 
des arcs , seront les mêmes que ceux qui exprimeront la 
mesure des angles. 

C'est ainsi que des quantités indéfinieë se trouvent ramenées 
à des quantités finies. 

Mais observons que la grandeur du rayon n'entre pour rien 
dans la démonstration ci-dessus , et qu'ainsi les résultats ob* 
tenus sont, indépendans de cette grandeur : en sotte qtt'en 
général les langles placés au centre commun d'un nombre 
quelconque de cercles concentriques , sont proportionnels âHx 
arcs qu'ils interceptent sur chacun de ces cercles , comme le 



Digitized 



by Google 



CHAPITRE I. 5i 

montre la figure 67 ; car si du sommet G de Tangle ACB on 
décrit diverses eirconfërenees, chacun des arcs AB, DH,KL, 
Mli , sera une même portion de sa circonférence respectire, 
puisque ces arcs seront à leur circonférence comme l'angle ACB 
est à quatre angles droits. 

Par conséquent 1 La mesure dun anfk est Fore de certle 
vompris entre ses côtés et décrit de son sommet comme centre 
^vec un rajon arbitraire^ 

Cependant 9 quand on voudra comparer des angles ou des 
arcs entre eux , il faudra faire attentioù d'employé le même 
myon pour les uns et pour les autres. 

• Au reste , pour faciliter la mesuré èl là comparaison des 
angles , et pour la* rendre tout-à'-foit indépendante du rayon , 
on est convenu de diviser la circonférence de tout cercle eu 
un même nombre de parties égales ; alors la mesure des an«^ 
£;les et des arcs ne sera plus es^prîméé par la longueur d'un 
arc , mais par le nombre de parties que contiendra cet arc. 
Cette mesure sera donc un nombre abstrait, qui se prêtera aux 
opérations ordinaires de rArithmétique: 

On emploie deux modes de division : Vun, ancien, qui 
consiste à diviser la circonférence entière en 36o parties 
égales , sippelées dejgrés ; ces degrés se subdivisent ensuite en 
"60 parties égales / nommées minutes; les minutes, en 60 se- 
condts) les secondes , en 60 tierces y etc. . . » 

Les degrés, minutes , secondes , tierces, etc., se distinguent 
par les signes Suivant , qu'on met au haut des nomlxres qui lès 
expriment î n, ('), 0> (*)•»•• Ainsi 25" 9' Sa'' etc. , in- 
diquera un arc de âS degrés 9 minutes 32 secondes, et sera 
)a mesure de Vangle correspohdiint. On dira donc indifférem- 
ment un arc ou un angle de âS^'32''. 

L'angle droit , étant une quantité constante, est pris av^ 
raison pour l'unité d'angle, et alors le quadrant sera l'unité 
d*acc. La mesure dé cette unité est le quart de 36o*, où 
bien go"". Ainsi l'iingle drpit ^ 1« quadrant ott l'arc de 90*, dé- 
signent la même chose , et ce sont des expressions qu'on em- 
ploie Tune pour TàUtre. 

4" 
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L^aulre mode de division^ adopté ea France depuis la créa» 
tiôn du système décimal des poids et mesures, consiste à 
diviser la circonférence en 4oo parties égales, appelées ^<uft?^; 
les grades, en loo minutes; les minutes, en loo se- 
condes, etc ; et Ton emploie, pour les désigner^ les 

mêmes signes que d&ns l'ancienne division. , 

Ces deux systèmes ont chacun leurs avantages particuliers, 
et peuvent être employés indifféremoi^ent ; cependant Tan- 
cien est plus répandu que le nouveau, bien que celui-ci offre 
plus de simplicité dans les calculs. 

Le premier porte le nom de division seçcagésimale , et le se- 
cond celui de division centésimale. 

Ces divisions sont adoptées pour tous les cercles, et par 
conséquent, la grandeur absolue des degrés varie en même 
temps que le rayon ; mais la mesure et la comparaison des 
angles et des arcs , étant fo^dées sur le rapport uuuBérique 
des degrés* qui leur correspondent, sont tout-à-fedt indépen- 
dantes de cette grandeur. 

D'ailleurs , la construction de la figure 67 montre clairement 
que si , par exenaple , Tare AB (fig. 67 ) contient 60"* de la cir- 
conférence CA, Tare DH contiendra aussi 60® de la circonfé- 
rence CD; l'arcMiN» 60'' de la circonférence CM, etc. . . ., et 
qu'ainsi Tare AB, ou Tare DH, ou bien Tare MN, etc. . . ., 
sont également la mesiure de l'angle ACD. 

Nous dirons pour les arcs et pour les degrés ce que nous 
avons dit pour les angles : ainsi Tare , ou le nombre de de- 
grés qu'il faudra ajouter à un arc donné pour avoir un qua- 
drant , sera Iç complément de cet arç: ou de ces degrés ; et 
l'arc, ou le nombre de degi*|^9 qu'ilrfaut ajouter à uu arc 
donné pour avoir une di^mi-cifxonférence , s'appelle le supplé- 
. meiil de cet arc. Ainsi donc,. 

'. 37'' 25' 48* est le compléments^ 52*' 34' 12" ; 

car 37* 25' 48% plus 5^*» 34^ i ^% égalent 90» ; 

et puisque 56^ 3o' ï5% plus i23« 29' 45", font i8o«, ou la 
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demi-circonfërence , ces deux arcs sont suppUmens l'un de 

Taatre. 

Ces conventions établies, il se présente natarellement une 

question. 

PROBLÈME I«^. 

83. Un angle, ou un are, étant donné, trouver le nombre 
de degrés qui lui correspond, c'est 'à-dire sa mesure. 

Pour résoudre ce problème , il faut du sommet de Tangle, 
ou du centre de l'arc donné , tracer une circonférence en-r 
' tière ; chercher, par le procédé indiqué dans le théorème pré» 
cèdent, la commune mesure qui existe entre cet arc et le 
reste de la circonférence , et par suite leur rapport. Ce rapport 
étant connu , on trouvera la mesure exprimée en degrés , mi- 
nutes et secondes, par une simple proportion. 

Ainsi , supposons que l'arc ÂXB ou Fangle AGB , comparé au 
reste de la circonférence ATB, ait fourni le rapport i3; 58. 
Alors on dira, puisque Tare AXB contient i3 mesures , et que 
ATB en contient 58, la circonférence entière vaudra donc 
t3 + 58 =: 71 mesures; ainsi , Ton aura la proportion 
71 : i3 :: 36o : x; d'où a: = 65» 54' 55''46*i. 

Cette valeur de x exprime la mesure de l'angle ,ACB, ou de 
rare AXB. 

84. Dans la pratique , on fait usage de divers instrûmens 
pour prendre la mesure des angles ou des arcs. Ce sont prin- 
cipalement le rapporteur et le graphomktre. 

Le Rapporteur (âg. 68) est un demi-cercle en cuivre , dont la 
circonférence est divisée en 180* ou en aoo^, selon le système 
qu'on veut employer. Pour s'en servir, on l'applique sur 
l'angle à mesurer, en faisant coïncider 1^ centre de l'instru- 
ment avec le sommet de l'angle , et le nombre de degrés com* 
pris dans l'ouverture de cet angle indique sa mesure. 

Le rapporteur ne peut servir que lorsque l'angle donné 
est tracé sur un plan on sur le papier ; mais souvent on a be. 
soin de connaître l'angle que font entre eux des objets si- 
tués sur le terrain , et alors on emploie le graphometre. 
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Le GiuPBOMÂTRE (fig. 69) est composé d'un demi-cercte en. 
cuivre , ou mieux d'un cercle entier, garni à son centre d'une 
règle mobile; cette règle ^ appelée alidade, porte une lu-^ 
nette , ou bien deux petites plaques nommées pinnules , po* 
sées à angle droit aux extrémités de la règle et pereées d'une 
fente veilicale; elle «ert à diriger le rayon yisuel sur un. 
point déterminé. La circonférence de l'instrument ^ appelée 
limbe, est divisée en 36o parties ou en 4oo ; et sur la dijpection 
du diamètre qui, va du point marqué zéro au point op». 
posé) on fixe aussi deux pinQules^ ou bienupe autre lu- 
nette immobile. 

Le grapbomètre est supporté par un trépied , qui permet de 
le fixer à un point quelconque. 

Pour en faire luage , on le pose de manière que le plan 
de son cercle soit bprizontal, et que son centre soit sur la 
verticale élevée par le point du terrain qui est le sommet de 
l'angle à mesurer; ensuite on dirige l'alidade ou la lunette fixe 
sur la direction d'un des côtés de l'angle, et Ton fait tourner 
l'alidade mobile jusqu'à ce qu'elle arrive sur la direction de 
l'autre côté; alors le nombre de degrés compris entre les, 
deux, est la mesure d^ l'angle observé. 

Nous verrons plus loin l'utilité et les avantages que présen- 
tant ces instrumens. 

D'après les principes posés ci-dessus, pciur que la mesure 
d'un angle soit l'arc compris entre ses côtés , il faut que le 
sommet de l'angle soit le centre de l'arc ; et pour comparer 
des ^ngles entre eux , il est indispensable de les transporter 
^us au centre d'un même cercle, ou bien de décrire des arcs, 
de leurs sommets comme centre, avec un même rayon. Ce^ 
pendant un angle peut quelquefois , saps avoir son sommet 
au centre, se trouver placé , par rapport à une circonférence, 
^de manière à ce qu'on obtienne directement sa mesure, ainsi 
que nous allons le démontrer. 

Un angle dont les côtés rencontrent la circonférence , sans 
que son sommet soit au centre, peut avoir trois positions, 
différentes ^ par rapport à ce cercle ; c^r ce sqmmet sera ou suf. 
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la circonférence, ou entre elle et le centre, ou hora du cercle, 
examinons ces trois circonstances. 

THÉORÈME 1er, 

85. Tout angle dont le sommet est sur la circot^érence 
dun cercle, a pour mesure la moitié de Varc compris entre ses 
côtés. 

Il y a quatre cas à examiner, selon que le centre est com- 
pris dans Tangle , ou qu'il est sur un de ses côtés , ou bien 
qu'il se trouve hors de cet angle,, et enfin, le cas où l'angle est 
formé par une tangente et une corde. 

i"; Soit l'angle inscrit BAD (fig. 70) ; pour avoir sa mesure,, 
il faudrait transporter son sommet au centre G. Si donc , de 
ce centre, on mène des diamètres MN,GH, respectivement 
parallMes aux côtés AB,AD, l'angle au centre MCG et son 
opposé HGN, seront égaux à l'angle donné A; par conséquent, 
la mesure de l'angle A sera l'arc MG , qui est celle de son égal 
MCG. Mais arc MG= HN= HA -{- AN, et à cause des paral- 
lèles , on a arc HA = GD et arc- AN = MB; d'où HA + AN 
= GD + BM, et par suite MG = BM -f GD; donc enfin, 
arc MG = \ arc BMD. Ce qui prouve qu'un angle inscrit in- 
tercepte un arc double de celui qu'il intercepterait, s'il était 
ai| centre , et démontre la proposition énoncée. 

a^. Si un des côtés de Tangle A (fig, 7 1) passait par le centre , 
h démonstration serait plus simple encore ; car il suffit de 
ildener un diamètre- MN parallèle à l'autre côté , et alors on 
aura l'angle au centre BCN s= MCA s= BAD ; donc l'arc BN 
sera la mesure de l'angle donné ; mais BN = MA et MA = ND 
à cause des parallèles, donc BN = ND= \ BD. 

V. Enfin, si le centre est hors de l'angle A (fig. 7a), et que 
l'on mène le diamètre MN , parallèle au côté AB, et la corde 
IIB, parallèle à l'autre côté AD , on aura l'angle MNH=BAD, 
et conmie l'angle N a pour mesure \ MH , l'angle A aura même 
mesure ; mais , à cause des parallèles , arc MB = NA = DH, 
et par conséquent, arc MHs=BD ; donc, l'angle A a encore 
^ur mesure 7 BD, 
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4*. Si l'angle était formé par une tangente AT (ûg. 73} et 
une corde AB , sa mesure serait aussi la moitié de Tare 
compris BNA, car une tangente n'est qu'une corde limite. 
Mais on peut le démontrer directement, en menant le dia- 
tuètre GH parallèle à la corde AB, et la corde HN parallèle à 
)a tangente AT; car, à cause des parallèles, on a Fânglè 
H = A, rarcAH=sAN = GB; et par suite GBN = BNA; 
mais I GBN est la mesuire de l'angle H; donc { BNA sera celle 
deTangleA. 

De même Tangle BAS, supplément de BAT, aura pour me- 
sure la moitié de l'arc BGHA , supplément de BNA. 

Corollaire, — Il résulte de ce théorème, que tous les angleis 
inscrits dans un même segment, tels que AMD, AND, APD 
(6g. 74)) sont égaux, parce qu'ils ont tous pour mesure 1^ moitié 
du même arc AHD ; que tout angle formé par une cprde AD et 
la tangente DT meiiée à ses extrémités , est égal à ceux inscrits 
dans le segment correspondant ; et que tout angle AHB inscrit 
dians une denqii-circonférence est droit, car il a pour mesure 
la moitié de l'autre deiKii-circonfe'rence , c'est-à-dire un qua- 
drant ou 90®. 

Scolie, — Un angle inscrit dans. un sçgn^ent eet droit , aigu, 
ou obtus , selon qu^ ce segment est égal à une demi-circour 
féxence , ou bien qu'il est plus grand ou plus petit. 

On donne. le nom de segment capable if un angle donné, à 
un segment tel, que tous les angles qu'on peut lui inscrire soient 
égaudc à cet angle, 

THÉORÈME IL 

86. Tout angle, dont le sommet est entre Iç centre et la cir- 
çpnférence , a pour mesure la demi-^omme des arcs que comr 
prennent ses cotés et leurs prplongemens. 

Soit l'angle BAD (fig. 76) formé par les deux cordes BG,HD 
qui interceptent les deux arcs BD et HG; si l'on mène la 
<;orde GN parallèle à HD , on aura l'angle G=: BÀD ; ainsi, 
la niçsure de l'angle BAD sera { arc- BDN : mais l'arc DN.=HG^ 
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alors BON = BD + HG ; doue U BD + HG) sera la mesure de 
Tangle donné. 

THÉORÈME m. 

87. Tout angle dont le sommet est extérieur au cercle, a 
pour mesure la 4emi-diff(érence des arcs compris entre set 
côtés. 

L'angle extérieur peut être formé par deux sécantes , ou par 
deux tangentes , ou par une tangente et une sécante. 

1**. Soit l'angle extérieur A (fig. 76) formé par les deux sé- 
cantes AB,AD qui comprennent les arcs BD,G|^ : si par le 
point G on mène GH parallèle à AB, on aura l'angle G=sA 
et l'arc GN =3 BH ; ainsi l HD sera la mesure de Vangle A; 
mais HD =3 BD — BH = BD -7 GN ; donc la mesure A = 
HBD — GN). 

2^. Si l'un des côtés était tangent (fîg. 77), la proposition 
ci-dessus aurait toujours lieu; car la tangente n*est qu'une 
sécante limite; mais on peut le démontrer directement : me- 
nons par le point de tângence TN parallèle à la sécante , les 
arcsTD et NB, compris entre parallèles, seront égaux, et 
l'angle NTS = A ; mais NTS , formé par une tangente et une 
corde, a pour mesure { arc TN ; or, TN=TNB— NB=TNB 
— TD; donciTN = i(TB — TD). 

3^ Enfin, si les deux côtés de l'angle étaient tangens 
(fig« 78), on aurait toujours la même chose; car si l'on mène 
BH parallèle à AD, on aura l'angle HBS== A, et l'arc HP=BD; 
ainsi ^ ^ arc BH étant la mesure de BBS, sera celle de A; or 
BH =BHD — DH=::BHD-- BD; d'oii i BH = J BHD — i BD. 

Ce qui précède renferme toutes les propriétés importantes 
q^ae les lignes peuvent nous offrir, et que nous avons besoin de 
connaître pour entreprendre l'étude des surfaces; mais il im- 
porte de ne passer outre. qu'après les savoir bien comprises; au ^ 
reste, pour en présenter ici le résumé, nous allons en faire 
^'application à la résolution de quelques problèmes qui en dé- 
nudent, et qui sont fré(^uemment usités. 



Digitized 



by Google 



58 œURS DE GÉOMÉTRIE. 

PROBLÊMES, 

88. Pour exécuter les constructions graphiques auxquelles, 
vont donner lieu les problèmes suivans , nous n'aurons be- 
soin que d'une rhgte et d'un compas ,^ instrumens que tout 
le monde connait. L'a règle servira à tirer des lignes droites y 
et le compas à prendre des longueurs déterminées et à tracer 
des arcs de cercle; les sur&ces et le papier sur lesquels nous 
opérerons, devront être bien unis, bien tendus , et approcher 
du plan autant que possible. 

iSouvent, dans la pratique, on se sert d'autres instru- 
inens , destinés à abréger le travail , tels que Véquerre (fig, 79} , 
qm est un morceau de bois ou de métal, coupé à angle droit ,^ 
ou bien deux règles assemblées sous le même angle ; et la 
fausse-équerre (fig. 8p) , composée de deux règles mobiles au* 
tour d'une charnière» 

Tous ces instrumens sont toujours imparfieâts, quelque soin 
que Fouvrier apporte à leur construction , et sont d'ailleurs 
facilement altérables; mais leur usage est si commode, qu'on 
les emploie dans la plupart des cas. 

PROBLÈME ï^r. 

89. Élever une perpendiculaire à une droite donnée , par un- 
point pri^ sur sa direction. 

Pour résoudre ce problènie , il faut se rappeler que la per- 
pendiculaire à une droite a chacun de ses points également 
éloigné de deux points fixes pris , sur cette droite , à des dis- 
tances égales du pied de la perpendiculaire. Or, le point donné 
étant ce pied, il suffit de trouver hors de la droite un second 
point qui appartienne à la peipendîculaire demandée , et en 
j^oignant ces deux points, lé problème sera résolu. Gela posé : 

Soit A (fig. 81) le point donné sur la droite MN; prenez è 
droite et à gauche de A des distances AB = AD ; ouvrez ut 
compas d'une quantité arbitraire, mais plus grande que AFf 

SosejE successivement une de ses pointes en B et D , et décrivei 
eux arcs <{ui se couperont en X^ puisque la distance des cen> 
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IrcB estphis petite que la somme des rayons. Or, ce point X 
étant également éloigné des points B et D , appartiendra à la 
perpendiculaire qui passe par le milieu A; donc, enjoignant 
AX) on aura cette perpendiculaire, car deux points détermi- 
nent la position d'une droite. 

Si le point A ( fig. 8a ) était à l'extrémité de la ligne donnée , 
et qu'on ne put pas la prolonger au-delà, alors ce procédé ne 
s^ait plus praticable. P^ns ce cas, i|i fapdrait opérer comme 
il suit : 

Prenez un point arbitraire pins près de la ligne AB que 
de l'extrémité A , et de ce point , avec un rayon OA , décrivez 
une circonférence qui coupera la ligne donni^e AB en B, alors, 
par ce point et par le centre , mené» le diamètre BD et joignez 
ADl, qui sera la perpendiculaire d^smandée ; car l'angle BAD 
inscrit dans une demi-circonférence est droit. 

Quelquefois , dans la pratique , on se contente, pour élever 
une perpendiculaire , de placer un des c6tés d'une équerre sûr 
la ligne donnée ^ de manière que son sommet arrive au point 
déterminé , et alors on trace , suivant l'autre côté , une ligne 
qui est perpendiculaire à la première. 

PROBLÈME IL 

90. Diviser une droite en deux parties égales, et par suite 
«n 4» 8> 16 , etc. 

Ce problème est fondé suf le même principe que le précé- 
4ent. Rappelons-nous que tous les points également éloignés 
des deux extrémités A et B (fig. 83) d'une ligne sont situés, 
sur la perpendiculaire, qui passe par le milieu de cette ligne. 
Ainsi prenons une ouverture de compas arbitraire , mais plus 
grande que la moitié de AB ; posons successivement une de 
8£s pointes en A et en B , et traçons au-dessus et au«dessous 
4es arcs qui, par leur intersection, détermineront deux 
points M et N tqipartenant à la perpendiculaire qui passe par 
le milieu de AB; enfin, joignons MN, et le point P sera le 
{Miint de division. 

En opérant pour chaque portion PB^ PA, comme pour la 
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ligne entière, on la diviserait successivement en 4, 8, i6, etc. ^ 
parties égales. 

PROBLÈME II. 

91 . Par un point donné hors éCune droite, abaisser une per^ 
pendiculaire sur cette droite. 

Si Ton connaissait deux points de la droite qui fussent à 
égale distance du point extérieur , on pourrait , par le pro- 
cédé ci-dessus, trouver hors de cette droite un second point 
qui appartint à la perpendiculaire cherchée. 

Soient donc la ligne AB (fîg. 84) et' le point donnés; dç 
ce point , avec un rayon suffisamment grand , décrivez un arc 
qui coupera la ligne donnée en deux points M , N ; de ces deux 
points et avec un même rayon , décrivez deux arcs qui se cou- 
peront en un autre point X ; enfin joignez OX , qui sera la 
perpendiculaire demandée. 

PROBLÈME IV. 

92* Étant donnés une droite et deux points quelconques 
extérieurs , trouver un troisième point sur cette droite , qui 
soit également éloigné des deux Autres, 

Soit la droite AB (fig. 85} et les points M, N placés d'un 
même côté , ou Tun d'un côté, l'autre de l'autre de la ligne 
AB. Il est évident que tout point également éloigné d.e M 
et de N doit se trouver sur la perpendiculaire qui passerait 
par le milieu de la ligne MN. Ainsi donc joignez MN , et 
élevez par le procédé connu une perpendiculaire par son 
milieu O , laquelle ira couper AB au point demandé D , car 
les obliques DM et DN sont nécessairement égales. 

PROBLÈME V. 

^ 93. Étant donnés une droite et deux points extérieurs, trou\^r 
sur cette droite un troisième point tel, que les lignes incidentes 
qui le joindront aux autres, fassent avec elle des angles 
égaux,' 

Soit la ligne AB ( fig. 86 ) et les deux points M et N ; abaissez 
sur AB la perpendiculaire ND ; prenez AD = AN , et joignez 
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BM qui coupera AB, au point demandé : car d'après ceUe 
construction, les lignesOD, ON, étant des obliques égales^ 
feront des angles égaux avec la peipendieulaire. Donc Tangle 
NOA 1=;: AOD , maia AOD =:. MOB comme opposés au sommet ; 
doncNOA = MOB. * 

PROBLÈME VL 

94. Mener une parallèle à une ligne donnée. 

Si la parallèle n'est pas assujettie à passer par un point 
donné » on mènera une perpendiculaire ciuelconque AC à la 
ligne AB (fig. 87) , et par un de ses points C on élèvera à AC 
une autre perpendiculaire CD , qui sera' parallèle à AB. 

Ou bien on peut aussi , par deux points diffé'reus A et B 
de AB^ élever des perpendiculaires AC, BD , prendre des lon- 
gueurs égales AC= BD^ et tirer la ligne CD qui sera parallèle 
à AB. ' 

Si la parallèle doit passer par un point donné C ^ on abais- 
sera alors de ce point la perpendiculaire CA sur AB, et l'on 
élèvera CD perpendiculaire à CA. 

Mais, sans avoir recours aux perpendiculaires ( fig. 88) , on 
peut opérer plus rigoureusement de la manière suivante : 

Soient AB la droite et M le point donnés : de ce point dé- 
crivez un arc quelconque BN qui coupera' AB en B ; du point B , 
avec le même rayon BM , décrivez un second arc MA ; prenez 
la longueur de la carde AM et portez-la de B en N ; enfin 
joignez MN, qui sera la parallèle demandée : car, à cause des 
arcs égaux , les angles alternes-internes MBA et BMN seront 
égaux. 

Dans la pratique , on peut employer une équerre (fig. 89), 
ou une fausse équerre pour mener des parall^es. 

PROBLÈME VU. 

'^. I ' ' , - "., ^ 

q5. Faire un angle égal à un 'angle donné. 

Soit Tangle donné A ( fig. go) , et. .soit^ j^ . ygfLe iUN sur la- 
quelle on veut faire Tangle égal-. Du point A comme centre , et 
d'un rayon arbitraire décrivez un arc CDj du point M avec le 
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même rayte décrives un autre arc NG , et portée ensuite là 
corde CD de N en H ; enfin joignez MH et Tangle HHN = A. 

On pourrait aussi employer le rapporteur, au moyen du«» 
quel on compterait le nombre de degrés correspondant à 
Pangle À; et qu^on transporterait ensuite sur la ligne donnée» 
en faisant coïncider le point M avec le centre de l'instrument, 
la ligne MN avec son diamètre , et en prenant sur le limbe 
autant de degrés qu'on en aurait trouvé dans l'arc CD ^ on 
marquerait le point H. 

Il serait facile de Ûtire également un angle double , tn* 
pie, etc. y d'un autre , en portant la corde de celui-ci deux, 
trois fois sur Tare décrit. 

PROBLÈME VIIL 

96. Déterminer r angle de deux lignes concourantes qu^on 
ne peut pas prolonger jusqu* au point de concours. 

Soient les deux lignes AB , CD (fig. 91 }. Par un point B de 

l'une, menez une parallèle BN à l'autre , et l'angle NBA sera 

égal à celui des deux lignes concourantes , car ces deux angles 

sont correspondans. 

PROBLÈME IX. 

9«]f. Par un point donné hors étune droite, mener une ligne 
qui fasse un angle donné avec cette droite. 

Soient AB (fig. 912) la droite, O le point extérieur et M 

Tanglé donnés. A un point quelconque D de la droite, faisons 

un angle CDB = M ; ensuite par le point menons. OG paral<-> 

lèle à €N , et OG sera la ligne demandée , car l'angle 

OGD=CDB = M. 

PROBLÈME X. 

98. TYouifer le centre dune circonférence donnée ou d'un 
arc donné. 

Prenez trois points arbitraires A, B, G (fig. 98 ) sur la cir-* 
conférence ou sur l'arc, joignez-les par des cordes et élevez 
des perpendiculaires par les milieux de ces cordes. Ces per- 
pendiculaires se couperont au centre demandé 0. 
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PROBLÊME XI. 
<^. Dwiser un angle ou un arc en deux parties égales. 
I®. Soil l'angle A (fig. g4) ; de son sommet décrivez un arc 
BC; de ces points B et C, avec un même rayon » décrivex 
deux arcs qui se coupent en D et joignez AD , qui étant per* 
pendiculaire au milieu de BC , divisera Taugle A et 1 arc BC en 
deux parties égales. 

1®. Si c'était l'arc BC qu'on voulut diviser on cfaercberatt 
d'abord son centre A et l'on opérerait ensuite comme ci<* 
dessus* 

On pourrait par ce moyen diviser nn arc on un angle en 4 1 
6, 1 6 parties égales. 

PROBLÈME XU. 

loo. Étant donnés un point sur une droite et un point exté* 
rieur, décrire une circonférence qui passe par ces deux 
points et qui soit tangente à la droite. 

Soient la droite AB (fig. gS ) et les deux points T et M t 
puisque la circonférence doit passer par ces deux points » il 
tant que son centre soit sur la perpendiculaire élevée au mi- 
lieu de la droite TM. D'un autre côté, puisque AB doit être 
tangent à la circonférence au point T» la perpendiculaire élevée 
par le point T à AB passera aussi par le centre. Si donc on 
mène ces deux perpendiculaires , elles se couperont au centre 
cherché , et il n'y aura plus qu'à décrire la circonférence 
avec un rayon OT. 

PROBLÈME XIIL 

loi. Étant donnés un point sur une cireonfétence et unpoùu 
extérieur, décrir^e une seconde circorfférence fui passe par 
ces deux points et qui soit tangente à la première, ^ 

Soient A (fig; g6) le point donné sur la circonférence et B 
le point extérietnr. Puisque les deux circonférences doivent 
être tangentes en A , le centre diei^bé se trouvera sur le pro- 
longement de CA; et d'un autre côté, puisque la circonfé^ 
rence cherchée doit passer par A et B , la^ligne AB sera une de 
ses cordes, et la petpendîeulâire, élevée parle milieu de cette 
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ligne, ira aussi passer par son centre. Or« cette perpendi-* 
culaire coupera CA en 0, qui sera le centre demandé , et 
OA sera le rayon demande. 

Observation, Si le point B était en 6', le centre se trou- 
verait en 0', et les deux cercles seraient tahgens intérieure- 
ment. Si B était sur la ligne GA en B'' , la distance AB" sëi'ait 
le diamètre du cercle cherché. * 

PROBLÈME XIV. 

I02. Èiani donné un angle au centre d'un cenfie, trouver 

dans r intérieur de ce cercle une suite de points tels , qu^en les 

Joignant par des droites aux extrémités de la corde corres^ 

pondante à V angle donné, ces lignes fassent entre elles un 

, angle égal à àe dernier. 

Soit l'angle ACB (fîg.. 97 ). Par les troi« points A, C^ B, 
faisons passer une circonférence , et tous les points de l'arc 
ACB jouiront de la propriété demandée ; car tous les angles 

ACB 9 AMB, AiNB» APB, étant inscrits dans le même 

segment auront pour mesure \ ARB et seront égaux entre 
eux et à l'angle ACB. 

PROBLÈME XV. 

loS. Une droite déterminée et un angle étant donnés, 
décrire sur cette droite un segment capable de l* angle donnée 

Soit AB (fig. 98) la ligne, et N l'angle donnés, faites 
à l'extrémité B Tangle ABD=N, ensuite, parles points A 
et By faites passer une circonférence qui soit tangente à BD 
( n*^ 1 01 ) y et le segment AM6 satisfera à la question : car tous 
le» angles inscrits AMB,* ACB , A PB auront pour mesure la 
moitié de Tare AXB, qui est celle de l'angle 4]onné ABD= N. 

PROBLÈME XVI. 
1 04. Mener une tangente à un cercle par un point donné. ♦ 
1°. Si le point donné A' (fîg. 99) est sur la circonférence , 

il suffit de mener une perpen<liçulaire au rayon CA' qui passe 

par ce point. • 

ft°. Si le point A est hors de la circonférence , il faut d^abord 
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dëtenniner le point de tangence. Pour cela , observons que 
le rayon mené' à ce point doit être perpendiculaire à la ligne 
qui joindra ce même point au point A , c'est-^-dire à la tan*- 
gente ; par conséquent ce point devra être sur une circonfé- 
rence dont CA serait le diamètre. Si donc sur €A, comme dia- 
mètre , on décrit une circonférence , elle coupera la première 
en deux points M, N , qui jouiront de la propriété demandée : 
car si l'on mène les lignes AAi y AN , les angles GMA , GNA 
seront droits , et par conséquent les lignes AM , AN tangentes. 
Il 7 aura donc deux solutions. 

PROBLÈME XVII. 

io5,, Étant donnés un angle A , une ligne BDet un cercle 
GO, mener une seconde ligne qui soit tangente au cercle , et 
fuifiuse avec BD un angle égala A. 

Menons dans le cercle un diamètre parallèle à la ligne don- 
née £D (fig. loo) ; à un point quelconque P de ce diamètre 
(aisons un angle CPN 3= A ; abaissons du centre la perpendi- 
culaire GH sur PN , et son prolongement déterminera le point 
de tangence T ; enfin , menons TR perpendiculaire à TH , et 
ce sera la ligne demandée. En effet , l'angle TRD=sGPN=A, 
à cause des côtés parallèles. • 

De la Symétrie sur un plan. 

106. Revarque.— Lorsque deux points situés sur un plan 
sont placés 'de la même manière par rapport à un troisième , 
on dit qu'ils sont sjrmétriques par rapport à ce point , et ce 
troisième point s'appelle le centre de sjrmétrie. 

Ainsi, deux points situés sur une droite sont symétriques 
par rapport à celui qui est placé au milieu de la distance f[ui 
les sépare. 

Deux points placés sur les côtés d'un angle et à égale dis- 
tance du sommet, sont donc symétriques par rapport à ce 
sommet. 

Lorsque deux points sont symétriques par rapport à chacun 

5 
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dea poinU d'oae droite j on die qu'ils le sont par rapport à 
cette droite elle-même , qui se nomme alors l'axe de symétrie. 
La droite qui joint ces deux points est perpendiculaire à Taxe, 
et est divisée en deux parties égales par cet axe même. 

Ainsi f deux points situés aux extrémités d'une droite sont 
symétriques par rapport à la perpendiculaire élevée sur le 
milieu de cette droite : celle->ci est l'axe de symétrie de ces 
deux points. 

De même , lorsque deux droites sont situées de manière que 
tous leurs points, pris deux à deux , sont symétriques par 
rapport à un même centre , on dit qu'elles sont symétriques. 

Enfin, deux droites sont symétriques par rapport à une 
troisième , lorsque tous les points des deux premières , pris 
deux ii deux , ont «ette troisième pour axe de symétrie. 

Ainsi les deux côtés d'un angle sont symétriques par rapport 
à l'axe qui 1^ divise en deux parties égales. 

lies obliques , également éloignées de la perpendiculaire, 
sont symétriques par rapport à cette perpendiculaire , qui est 
leur axç de symétrie. 

Deii^^ parallèles sont symétriques par rapport à une troi^ 
sième placée à égale distance des deux autres. 

Tout, diamètre est un axe de symétrie pour les deux demi* 
cercles qu'il sépare. 

Le caractère di^tinctif de Vaxe de symétrie , c'est que si 
Ton fait tourner autour de lui la partie gauche du plan , pour 
l'appliquer sur la partie droite , tous les points et toutes les 
lignes situées d'un côté viendront recouvrir exactement leurs 
symétriques placés de l'autre côté. 

Nous verrons plus loin d'autres considérations sur la symé- 
trie dans l'espace. 
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CHAPITRE IL 

DES SURFACES PLANES. 



PRÉLIMINAIRES. 

107. Nous avons dit qu'il existait une infinité de surfaces 
dîfierentes ; mais il est facile de comprendre quMle? se ré* 
duisent à deux espèces , la surface plane et la surface courbe. 
De pliis, les surfaces courbes peuvent être considérées comme 
la réunion d'un nombre infini de surfaces planes infiniment 
petites, et alors leurs propriétés dépendront de celles du 
plan. Ainsi, c'est par le plan qu'il faut commencer l'étude des 
surfaces. 

108. Le plan , par sa nature , est une étendue indéfinie, et 
dans ce sens abstrait, il ne nous offre rien de bien intéressant; 
mais , si nous considérons des portions limitées de cette éten- 
due , alors nous découvrirons en elles un grand nombre de 
propriétés, sur lesquelles repose toute la science du géo- 
mètre. 

Une portion de plan na» peut être limitée que par des li« 
gnes droites ou courbes. Il est bien évident qu'une seule 
courbe suf&t pour cela, comme nous en avons un exemple 
dans le cercle : mais pour limiter un plan avec des lignes 
droites, il faut en employer plusieurs. 

109. Nous avons vu que deux droites concourantes déter- 
minent un angle; mais un angle étant infini dans un sens, 

5., 
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laisse encore une ouverture, qui nécessite une troisième ligne 
pour la fermer : donc , on ne peut renfermer une portion de 
plan avec moins de trois lignes droites. A partir de trois j ce 
nonabre peut d'ailleurs être quelconque. 

Gela posé, on donne le nom Ae figure plane à une portion 
plus ou moins grande de plan, limitée par des lignes. Si les 
lignes sont droites , la figure est dite rectiligne, et on lui 
donne la dénominatioh de cUrifiligne, si ces lignes sont 
courbes. 

iio. Les figures rectilignes portent le nom générique de 
polygones , et les polygones se distinguent par le nombre des 
lignes qui les composent , et qu'on appelle leurs côtes. 

Le polygone formé par trois droites qui se coupent deux 
à deux y porte le nom de triangle ( fig. loi); c'est le plus 
simple des polygones : il contient trois côtés et trois angles. 

Si le plaa est limité par quatre lignes droites , le polygone 
s'appçlle un quadrilatère (fig. 102}. 

S'il en contient cinq ^ on le noxmne pentagone (fig. io3). 

Enfin I on appelle hexagone, heptagone, octogone, en^ 
néagone , décagone , endécagone, dodécagone , pentédécagone, 
les polygones de six, sept, huit, neuf, dix, onze, douze et 
quinze côtés : ce sont les seuls qui aient reçu des noms par- 
ticuliers. Quant aux antres , on dit un polygone de vingt côtés , 
de trente-six côtés , de cent côtés , etc. 

Les divers côtés des polygones se coupent deux à deux , et 
forment ainsi autant d'angles qu'il y a de côtés. 

Il y a donc trois objets distincts à considérer dans un po- 
lygone : I ®. les côtés , dont la somme totale forme le contour 
ou périmètre du polygone; a*, les angles; 3®. l'étendue, qu'on 
appelle aire ou superficie du polygone. 

III. Les côtés et les angles qui composent les polygones 
peuvent varier en grandeur et en position d'une infinité de 
manières. 

Celui dont les côtés et les angles sont inégaux^ s'appelle, 
par cette raison ^ poljrgone irrégulier. 
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Celui dont tous les c^tés sont égaux entre eux , les angles 
étant quelconques , porte le nom depofygone équilaiéral. 

Gdui qui a tous les angles égaux entre eux , est âiipoljrgone 
équiangïe. 

Enfin , celiid qui est en même temps équiangle et équir 
latéral , s'appelle poljrgone régulier. 

Lorsque deux polygones sont formés d'un même nombre 
de c6tés , et que chacun des côtés du premier est respectiTe* 
mcQt égal à chacun des côtés de l'autre , on 'dit alors qu'ils 
sont équilatéraux entre eux. 

On comprend de même ce que signifie l'expression àepofy'^ 
gones équiangles entre eux. 

112. Des polygones qui seraient composés d'un même 
nombre d'angles et de côtés égaux y chacun à chacun , se- 
raient évidemment superposables , et devraient coïncider 
exactement , de manière à ne former qi^*ua seul polygpne. 
Dans ce cas , on dit qu'ils sont égaux, 

11 3. Enfin , des polygones qui, sou^^une forme difiereate, 
renfermeraient une m^m^ étendue , sont équiv(dens. 

1 14« On distingue encore les polygones en com^exes.et con" 
caves. On donne le nom de connexes (fig. io3) à ceux qui. ne 
peuvent pas être coupés par une droite en plus de deux points , 
et ceux qui peuvent l'être sont dits concasses (fig. io4)- 

Un polygone convexe a toui^ les vk^e»s0iUan$., et le cpn«^. 
cave en a dainentndnj. 

1 15. Une ligne droite qui joint les sommets de deux an- 
gles non adjacens dans un polygone , s'appelle une diagonale* 

1 16« Uu polygone est dit fjrmétrique, lorsqu'une sécante 
peut le couper en deux parties telles, qu'en faisant tournei^ 
l'une dcf ces partie autour dé la sécapite , elle vient recou- 
vrir exactement l'autre : la sécante , dans ce cas, porte le nom, 
^axe de sjrmétriç. 

117. Deux triangles sont sjrmétriques , lorsque les côtés et 
les angles de l'un sont égaux , chacun k. chacun, ^ux côtés et 
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aux an(>[lËs de l'autre , mais disposés d'une manière ihVerse ; 
eu sorte cJUe, pour qu'ils fussent superposables, il faudrait 
en totirner un dessus dessous. 

Deux polygones sont sjrméiriques , lorsqu'ils sotit com-^ 
f]fosës d'un meikie nombre de triangles j^yùétriqiies chacun à 
chacun. 

11 8. Un polygone est dit Kn^crii^dans un cercle, lorsque 
tous ses sommets sont placés sur la circonférence de ce cercle, 
et il est circonscrit à ce même cerdc ^ lorsque les eAtés du 
polygone sont des tangentes. Réciproquemeni , le cerde est 
dit circon^rit ou inscrit au polygone ^ dans les mêmes cas. 

§ I". — DU TRIANGLE. 

119. Trois lignes qui se coupent pour former un triangle, 
peuvent être égales ou inégales, et déterminer des angles égaux 
ou inégaux ; de là plusieurs espèces de triangles, qui ont reçu 
les noms particuliers suivans : 

1®. Triangle équilaiéral (fig. io5). — On* donne ce hom à 
un triangle qui à ses trois côtés égaux entre eux. 

2^. Triangle isoschèe (fig; 106^ 107). -— C'est oeltii qui a 
deuil côtés égaux ^ le troisième étant plus grand ou plus petit 
qu'eux. 

3°. THangle ècaikne (fig. 108^ 109). ^— On appelle triangie 
sùtàiknè, celui dbnt les cÂtés sont tous les trois tnegaÙK. 

4^. T'nangle rectangle (fig. iio). — Un triangle ^t dit 
rectangle, lorsqu'un de ses angles est droit; la longueur 
de ses côtés étant quelconque , le côté opposé à l'angle droit 
s'appelle hypoténuse, 

5^.' Ttiahgie iacufairigle (fig. io8). — Ob àppdle ainsi celui 
dont tous les angles sont aigus. 

6". Triangle obtùhàhgïe (fig. 109). — Oti dohtîé ce hôïn à 
un ti-iangle qui à un angle obttis. 

Un triangle se désigne par trois lettres placées àîix sbhiVhéts 
de ses angles. 

On distingue encore y dans Un triangle » ssibase et sa hauteun. 
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On donne le nom de béue à l'un quelconque de ses tàtéB , et 
alors aa b^uteur est la pârpendiculaiie atiaiBsée du Commet 
opposé sur cette base^ ou «ur son prolongem^t ; ainsi en 
prenant, dans le triangle ABC (fig. io8, 109) ^ le t6té BC pour 
base , on aura pour sa hauteur la perpendiculaire AD. 

Un triangle a donc trois bases , et , par suite , trois hau- 
teurs, car on peut prendre indifféremment l'un ou l'autre 
de sescdtës pourba^e; mais cependant, pour le triangle isos- 
cèle, on est eotiTenu d'appeler seulement boêe, le côté qui 
n'est pas égal aux autres. 

THÉORÈME 1*^ 

1 26. La somme des trois angles d'un triangle est constam- 
ment égale à deux angles droits. 

Soit le triangle ABD (fig. lïi); on pourra toujours pro- 
longer un de ses côte's , BD , par exemple ; et par le sommet D , 
men^r une parallèle DC au côté BA. Par suite de cette cons- 
truction^ il y aura au point D trois angles respectivement 
égaux à ceux du triangle donné ; car, 

l'angle CDN = ABD comme correspondant, 
l'angle ADC ±= DâB comme alterne-interne, 
et l'angle ADB appartient au triangle. 
Mais puisque BN est une ligne dr<^te, 
<;DN4-CDC+ADB==2droits; donc, A+B-f.AD$ = 2 droits. 

Corollaire i. -t^- Tout angle d'un triangle est donc le^up- 
plément de la somme des d^ux autres, let par conséquent, 
dès que l'on en connaîtra deux , on aura la ^oisième , en jr^ 
tranchant la somme de ces deux» de deux angles droits ^* pu 
dei8o«. 

Corollaire a. *^ Dans un triangle , il ne peut pas y avoir 
plus d'un angle obtus , ni plus d'un angle droit. 

Corollaire 3* — Dans un triangle rectangle , la somme des 
deux angles aigub vaut toujours un angle droit;, ainsi, ces, 
angles sont complémentaires. 
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CoAOLLAia£ 4* — Lorsque deux angles d'un triangle sont 
égaux chacun à chacun à deux angles d'un autre triangle, ces 
tnangles sont nécessairement équiûngïes entre eux. 

GoROLLAiEE 5. — Lorsqu'op prolonge^ un des côtés BD d'un 

triangle , Tangle extérieur, ADN, est égal à la somme des deux 

opposés A et B. 

ÏHÉOll^lVÏE U. 

121. Dans tout triangle , un côté quelconque ^t plus petit 
que Ut somme des deux autres, et plus grand que leur diffé^ 
rence. 

Soit le triangle ABC (fig. io8) ; par suite de la définition de la 
ligne droite, il est évident que la ligne droite AG^AB-f-BG, 
et que sî Tou retranche BG de part et d'autre, op aura 
AG— BG<AB, ou AB>AG — BÇ. 

THÉORÈME m. 

iti2. Si d^n point , pris dans un triangle ABC, on mène 
des droites OB,OG aux extrémités d.un de ses côtés, la somme 
de ces droites sera toujours plus petite que la somme des det^ 
autres côtés. 

Prolongeons BO jusqu'en D (fig. 122) , aloi:^ nous aurons la 

droite OC<OD +DC, et en ajoutant BO, BO + 0Ç<BD4-DG j 

mais, d'un autre côté, BD^BA-f-AD; donc, en mettant 

dans l'inégalité ci -dessus BA + AD au lieu de BD, nous 

obtiendrons BO + OC < BA + AD + DÇ , ou bien BO + OC 

<BA + AG. ' ' 

^ THÉORÈME IV. 

123. Un triapgle quelconque peut toujours être divisé en 
deux triangles rectangles. 

Il suffit, pour cela, d'abaisser d'un de ses sommets A 
(fig. 108) la perpendiculaire AD sur le côté opposé , car 
alprs les deux triangles qui eu résultent, ADB, ADG , ayant un 
angle droit en D, sont rectangles. Si le triangle donné éta^t 
déjà rectangle, ou bien s'il était obtusangle , il fÎBjudrait me- 
pçr une perpendiculaire par le sommet du plus grand angle» 
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THÉORÈME V. 

124* fSi un triangle a deux côtés égaux, les angles opposés 
à ces côtés sont aussi égaux, et réciproquement. 

Soit le triangle ABC (fig. 106) dans lequel on suppose 
AB ='AG ; si du sommet A on abaisse uneTperpendiculaire sur 
la base BG, son pied D sera le milieu de BG; caries lignes AB 
et AG étant e'gales, seront deux obliques également éloignées 
de la perpendiculaire, et si l'on fait tourner la partie ADC 
autour de AD, pour l'appliquer sur ADB, le point G tombera 
enB, et les lignes AG, AB se confondront; donc, l^ngle 
B = C. 

Réciproquement < Si l'angle B s= G , je dis que Ton aura le 
côté AB = AG. £n effet, par le milieu D 4e la ligne BG éle- 
Tons une perpendiculaire, et autour de cette ligne fsisons 
tourner la partie ADG, pour l'appliquer sur ADB; alors le 
point G tombera sur le point B ; et puisque les angles G et B 
font égaux , la ligne GA se confpndra avec BA s ce qui exige 
qae ces lignes coupent la perpendiculaire DA en un même 
point A , c'est-à-dire que la perpendiculaire DA passe par le 
sommet A du triangle donné : donc alors AG et AB Sjeron^ des 
obliques égs^lement éloigqée^, et par conséquent égales. 

Çqrollaire ^. -^ Un triangle isosçèle a donc les angles ad^ 
jaceusà la base égaux et réciproqueiaent , tout triangle qui a 
4eax angles ^aux^ est isosçèle. 

CoROUAiiE 2. — Dans un tiiangle isosçèle, la ligne qui joint 
le sommet au milieu de la base est perpendiculaire à cette 
base, divise l'angle du sommet en deux parties égales, et le 
triangle total en deux triangles rectangles égaux. 

Ge que nous disons pour le triangle isosçèle, peut s'appli- 
quer au triangle équilatéral. 

CoRO]L.LAiR£ 3. — Il^ésulte encore de là , que le triangle isoa« 
cèle et le triangle équilatéral sont deux figures symétriques, 
dont l'axe de symétrie est la perpendiculaire abaissée du som- 
met sur la base. • 
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THÉORÈME VI. 

laS. Si deux côtés dtun ttiàn^k si}nt ihégmix y F angle op^ 
posé au plus grand sera aussi plus grand que F angle opposé à 
Paulne, et réciproquement. 

Soit le triangle ABC (fig. ii3) dans lequel ÂC> AB : pat 
le inilieu D de TaUtit eôté BC élevons nhe perpendiciulaiFe DN 
qai passera à dr6ite du sotnmet A, puisque AB < AC, et qoi 
coupera alors le câte G A eu un point N. Si par oe point oti 
mené k ligne NB » oû aura NB sr NG , et par suite ( n** 1 24 ) 
l'angle JïBD = G, mais la partie WBD<ABII-, donc, 
ABD>G. 

Réciproquernenl t Lorsqu'un angle B sera plus grand «(u'un. 
autre angle G^ on pourra faire au point B un angle DBN =5Cy 
et l'on aura alors BN s NC, mais la droite AB < AN + NB> 
et comme AN + NB=» AN + NC= AG , on aura AB < AG. 

QoRdLLAiRÊ I . ^— Dans tout triangle , le plus grand chté est 
opposé au plus grand angle, et le plus petit au plus petit, él 
réciproquement. Ainsi, dans le triangle rectslngley l'hypdté'^ 
nûse est le plu^ grand côté. 

CoROttÀiR£2. — Un triangle qui aurait leà tôtës égditix , au- 
rait donc aus^i lés angles égaux; donc un triangle équi- 
latëral est en même temps équianglë,- et un triangle éqtiiabgle 
^t nécessairement éqUilatéral. ^ 

Dans le triangle équilatéral , abaque angle vaut le tie^s de 
deux angles droits, ou les deux tiers d'un droit, ou 60?. 

THÉORÈME Vit. 

1 26. Les trois perpendiculaires élevées par les milieux âes 
cités d'un triangle quelconque, concourent en un même 
point. 

Spit le triangle ABG (fig. 1 14 » ' ï5). Si par les milieux M,N 
des côtés AB et BG, on mène Içs perpendiculaires MO,N0, 
elles se couperont en un point 0, puisque les droites AB et BC 
je coupent (n*> 45) , et ce point sera à égale distance dei 
trois sommets A,B,G; par conséquent, il doit appartenu 
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aussi à la perpendiculaire PO élevé« pajr le milieu de AC 
(o"3o)*, donc MO, NO et PO se rencontreront en un même 
point. 

Scolie, — Ce point de concours serait le centre de la cir- 
confe'rence, qui passerait par les trois sommets du triangle 
donné. II ^èra extérieur si le triangle est obtusangle , et in- 
térieur s'il est acutangle; enfin, si lé triangle ëtait rectangle, 
k |Kd'iit O se trouverait sur le tnilieu de Thypote'nuse. 

THÉORÈME VIII. 

127. Les trois droites quipùrUigent les angles et un iriangte 
en âeuàc parties égales, conclurent en un même point. 

Divisons l'angle A (fig. 1 16) en deux parties égales par la 
droite AO, ainsi que Tangle B par là droite BO; ces deux 
droites se couperont en un mêhie point O, car les atigles 
OAB -4- OBA ne peuvent pas valoir deux angles droits. Mais 
tous les points de la ligoe AO étant également distans des 
èfttés AR et âG (n*8i) , et tous eeux de la ligne BO étant aitssi 
É ûiie égale distante des cités BA^bC, il en résulte que le 
poim se trouve également éloigné déft trois côtés du trian- 
gle, et qu'il doit ap|iar tenir à la ligne OC qui divise Tangle G 
en deux parties égales. Donc, les trois lignes indiquées se 
coupent en un m^me point. 

ScolièK — Ge point serait le centre d'un cercle qui toiicherait 
à la fois les t««ois t6tés du triangle. 

i^gâlitë des triangles. 

128. Deux triangles sont égaux , lorsqu'il» Mut supteposa- 
bles^ mais comme ordinairement on ne peut pas opérer la 
superposition directe de deux étendues données , pour vé- 
rifier leur égalité , il faut savoir quels sont les catac^res au 
moyen desquels on pourra s'assurer qu'elle existe i c*est de 
la recherche de ces pr(^riétés que uous allons orouft occuper* 

Il est bien évident, d'abord, que deux triangles qui au- 
raient les côtés et les angles égaux chacun à chacun, se* 
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raient nécessairement superposables, et par conséquent égaux ; 
donc deux triangles équilatéraux sont égaux, dès qu'ils ont 
un côté égal. 

THÉORÈME IX. 

129. Deux triangles quelconques soni égaux , lorsqu*its ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun. 

Soient les deux triangles ABD , abd(fig. 117)1 ^^^^ lesquels 
on suppose AB = a& , AD = ad^ BD = bd. 

Portons abd sur ABD y en plaçant le point a en A , et 6 en B, 
ce qui est possible , puisque. AB =:a6; et prouvons qu'alors 
les autres côtés doivent nécessairement coïncider. En effet» 
s'ils ne coïncidaient pas , les côtés ad et bd prendraient une 
autre direction telle , par exemple, que Ad!^ hd'j et le point d 
tomberait ou dans le triangle ABD , ou hors de ce triangle, 
ou sur un des côtés BD,AD. Mais quelle que soU la sup- 
position que l'on adopte, on sera conduit à unp aj>surdité; 
car, i"". si d tombait dans le triangle ABD en </^ , on aurait la 
somme Ad* + d"B < AD + DB (n° laa) : ce qui est contraire 
à l'hypotbèse. n^.Sid tombe en dehors, on aura deux petits 
triangles AaD,Ba<f, qui donneront AI)t<Aa+ôD exBd! 
<B<? -f- ^o ; d'où AD + Bd' < Ao + oD + Bo+ od", ou 
bien AD -f- BD <; Ad -+• BD^ ce qui est encore contraire à 
l'hypothèse ,, puisque AD = Ad' et BD =;= Bd'. 3*^. Enfin, si 
d tombait enOy il faudrait que Bo =: BD ; ce qui est absurde, 
tant que o est différent de D : donc, le point d doit tomber 
en D, et par conséquent, les triangles donnés doivent coïn- 
cider et être égaux. 

Sçolie. — Il pourrait se faire que dans les deux triangles 
onnés, les côtés de l'un eussent une disposition inverse à 
;lle des côtés de Vautre , comme les triangles ntb'd' et ABD, 
lors l'égalité existerait aussi ; mais pour que la superposition 
ut s'effectuer, il faudrait tourner Fun d'eux dessus dessous. 
>an$ ce cas , les triangles sont symétriques. 
Corollaire. — Il résulte de là^ qu'avec trois lignes d'une 
)ngueur déterniinée , on né peut former qu'un seul triangle. 
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oa son symétrique , ce qiû eBt la même chose , parce que dans 
ks surbccs planes > il est absolument indifférent de tourner 
une figure d*un côté ou de Faulre. 

THÉORÈME X. 

i3o. Deux triangles sont égaux, lorsqu'ils ont deux côtés 
égaux chacun à chacun, ainsi que Fangle qu'ils comprennent. 

Supposons que dans les deux triangles ABD^ abd(ûg. 1 18)» 
on ait ÀB = a6, AD = ^, et Tangle A:=a. 

^ortoi^s nbd sur ABD, en posant le point a sur A et le 
côté ab sur AB. Alors, puisque Tangle as=A, le second 
ciAéai tombera sur AD , et comme a6s=AB et aJ=AD, 
les sommets dtxb aboutiront aux sommets D et B , et par suite 
le troisième côté bd couvrira exactement BD; donc, les trian- 
gles donnés sont égaux. 

THÉORÈME XI. 

i3i. Deux triangles soru égaux, lorsqu'ils ont un côté et 
deux angles égaux , chacun à chacun. 

Lorsque deux des angles d'un triangle sont égaux à deux 

angles d'un autre triangle (fig. xi8)yle troisième angle du 

premier est aussi égal au troisième angle du second^ ainsi, 

si l'on a dans les deux triangles ABD, abd^ le côté AB =r â&, 

Tangle A := <i , et Tangle B = 6 , il es t facile de s'assurer qu'ils 

coïncideront. En effet, portons abd sur ABD, en posant ab 

sur AB. Puisque Tangle a == A , dès que le point a sera sur A, 

le côté ad se dirigera selon AD , et dès que B sera sur b , le 

côté bd s'appliquera sur BD; donc, le point d qui appartient 

aux deux côtés ad et bdj devra se trouver en même temps 

sur AD et BD , et leur être commun ; mais comme ces dernières 

lignes n'ont dé commun que le seul point D , il faudra né-* 

cessairement que d tombe en D ; donc les deux triangles donnés 

sont égaux. 

THÉORÈME XII. 

i32. Lorsque deux triangles ont deux côtés égaux, chacun 
a chacun , et que P angle compris entre ces côtés n'est pas 
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/« même dans les deux triangles , U troisième côté du iriangk 
qui aura fangl^ plus grand, sera plus grand que le troi" 
sihme côté de V autre triangle . 

Soient les deux triangles ABDya&^(fig. 119), dans lesquels 
AB = oÂ , AD s= oi/, et l'angle A >• a. Je dis que Ton aura 
le côté BD > bd, 

D'abord, les troisièmes côtés BD et bd ne peuvent pas 
étjre égaux , car les deux triangles donnés auraient alors les 
trois côtés égaux chacun à chacan (n* 129) , et seraient super^ 
posablesy-ce qifi exigerait que l'angle A = â, tandis qu'on 
suppôt le contraire : ainsi donc, ces côtés sont plus petits 
Uun que l'autre. Cela posé, portons le triangle abd sur ABD, 
et faisant coïncider a6 et AB, et puisque Fangle A > a, le 
côté ad passera dans le triangle ABD, et abd prendra une cer- 
taine position , d'après laquelle le sommet d tombera ou sur BD 
en o, ou dans le triangle en d' ou au dehors en d". 

\^. Si ce point tombe en o, nous aurons évidemment la 
partie Bo < BD. 

2«. S'il tombe en d\ alors Ad'+ rf'B < AD + DB; et 
comme par hypothèse AX) =1 ad = Ad\ nous jurons encore 
B^'<BD. 

3**. Si ce point tombe e^.^'', nous aurQp;$ d'abord AD -4t4'B 
<A(? +oD + od" -f oB, ou bien AD + rf^B < kd" + BD; 
et puisque AD==;Aé/% il faut que é/"B<;BD. 

Donc , dans tous les cas , le côté BD opposé à un angle plus 
. grand , est plus grand que bd .opposé à un ^ngle plus petit. 

i33» Nous venons de prouver qu'il existe trois cas généraux 
d'égalité pour les triangles, ce sont : 

i^. Lorsque les triangles ont les côtés égaux chacun à 
chacun; 

2^. Lorsqu'ils ont un angle égal compris entre côtés égaux 
chacun à chacun ; / 

3®. Lorsqu'ils ont un côté et deux angles égaux chacun à 
chacun^ 

P^r conséquent , lorsqu'on pourra s^àssurer que l'une de ces 
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taadilions exbte «ntxe des triangles donnés , on sera côn-*- 
Taiaeu que ces triangles coTincideraient exactement si on )es 
superposait : dès lors, on sera dispense d'aToir recours à la 
superposition directe , pour constater Tégalitë des triangles ; 
car tout se réduit à inesurer des lignes et des angles par les 
procédés indic[«és. 

Observons qu'il suffit de connaître trois des six parties qui 
composent uu triangle ( tirois côtés et trois angles ) , pour être 
dans le cas 4e déterminer les trois autres , pourvu toutefois 
que parmi les données il y ait au uioins un côté. Il est facile 
de concevoir que les trois angles seuls ne pourraient pas suf- 
fire. En efTbt, si l'on n^ène diverses parallèles à un des côtés 
d'an triangle j on formera une suite de triangles différens 
ayant tpus les mêmes angles. 

Oi)tre ces principes généraux , il existe plusieurs autres cas 
d'çgalité pou|: les triangles qu^ ont une forme particulière, 
couune nops allons le voir. 

TfiÉOAÈM£ XIII. 

i34* Deux triangles isoschles sont égaux lorsqu*ils ont des 
hases et des hauteurs égales, « 

Si dans les deux triangles isoscèles ABD, eUfd (fig. 120), on 
a AB =±^6, DP = c^ , et qu'on porte l'un sur l'autre ; dès que 
les extrémités â, b seront posées sur A et B , le milieu p tom- 
bera sur le milieu P, et les perpendiculaires /^^ et PD se recou- 
vriront; de plus , puisque VD^sspdy les points ^ et D se con- 
fondront , et les côtés dà^ db coïncideront avec DA, DB, 
puisqu'ils auront mêmes extrémités : donc les deux triangles 

ser<mt égaux. 

THÉORÈME XIV. * 

i35. Deux triangles isoschles sont égaux lorsqu'un côté et 
un angle de Vun sont respectivement égaux à un côté et un 
angle de Vautre , et semblablement placés. 

Dès que l'on connaît up a^gle quelconque d'un triangle 
iftPMèle ( fig.- 1^0) on le» connaît tons les trois , puisque ceux 
à la basie âCo^t égaux ; s^asi deux irûuDgles isoscèles rie peuvent 
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pas avoir un angle» semblableinent place, égal sans être 
ëquiangles entre eux. Par conséquent , s'ils ont de plus un 
côté égal j alors ils réunissent les conditions nécessaires pour 
être égaux. . 

On pourrait démontrer aussi que deux triangles isoscèles 
sont égaux lorsqu'ils ont même hauteur et un angle égal , 
soit à la base , soit au sommet. 

THÉORÈME XV. 

i36. Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont 
deux côtés égaux chacun à chacun. 

Si les deux côtés égaux étaient ceux qui comprennent Tangle 
droit, la proportion serait évidente ( n^ i3o). 

Maïs examinons le cas où ce sont Tbypoténuse et un autre 
côté. Soient donc les deux triangles rectangles A6D, abdy 
dans lesquels BD = bd et ÂJ)=:ad; portons abd sur ABD , en 
faisant coïncider les points d et a avec D et A. Puisque les 
angles A et û sont droits , le côté ab tombera sur AB, et l'ex- 
trémité b de Toblique ab sera située sur un point de la ligne 
AB , mais les obliques égales bd et BD devront être également 
éloignées de la perpendiculaire, ce qui exige que oÂssAB; 
par conséquent le point b tombera sur B, et les triangles' se- 
ront égaux. , 

^ THÉORÈME XVI. 

187. Deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils oni 
des hypoténuses égales et un angle aigu égal. 

Car alors les deux angles (fig. 121) aigus seront aussi égaux 
comme complémens des premiers, et les deux triangles auront 
un côté égal , et tous les angles égaux chacun à chacun : donc 
ils seront égaux. 

On voit de même que deux triangles rectangles sont égaux 
lorsqu'ils ont un angle aigu et un des côtés de l'angle [droit 
égaux chacun à chacun. 

VoiU l'exposé de toutes les propriétés des triangles égaux. 
Au moyen de ces principes, il sera toujours facile de construire 
un triangle égal à un triangle donné ,* ou tel , qu'il réunisse 
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certaines conditioiks déteiminëes , ainsi que nous allons le 
montrer en nous proposant la solution de quelques problèmes. 

PROBLÈMES. 

PROBLÈME !•'. 

i38. Étant donnés deux angles dun triangle, trousser le 
troisième. 

Si ces deux angles sont donnés en degrés , il suffira de re-> 
trancher leur somme de 180®; mais si leur mesure n'est pas 
connue , on opérera comme il suit : • ' 

Soient M et N (fig. 122) lés deux angles donnés. En un 
point O d'une droite AB fsiites un angle DOB = M et un autre 
angle COAssN, alors l'angle restant COD sera l'angle cherché ; 
t!e sera le supplément de la somme des deux autres. 

PROBLÈME U. 

iSg. Faire un triangle égal à un triangle donné. 
Ce problème peut être résolu de trois manières différentes 
basées sur les trois cas d'égalité. Ainsi, soit le triangle ABD 

(fig. 123). 

1 VOn prendra une ligne â6=AB, de son extrémité a comme 
centre , et d'un rayon égal à AD on décrira un arc de cercle ; 
de son autre extrémité b , avec un layon BD , on décrira un 
autre arc qui coupera le premier, et en joignant le point 
d'intersection d aux points a et b^ on aura le triangle 
abdz=iàSO. 

Les arcs se couperont de côté et d'autre de la ligne ad , et 
il y aura deux solutions possibles ; le triangle abd sera direc» 
tement le même que ABD et abd' son symétrique. 

2^ On peut, en second lieu, prendre a& = AB, faire au 
point a un angle dab=sAy sur ad prendre une longueur 
ad = AD , et joindre db. 

3®. Enfin on peut encore prendre ab = AB , faire en a un 
angle égal^ A , en 6 un angle égal à B , et les deux lignes ad^ 
bd, en se coupant en d , détermineront le triangle demandé. 

6 
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Le premier proûédé est le pliu aimvtagenK , puisqu'il! âovne 
ideuKûianglesRjuttë toques* 

PROTtÊME ^U. 

i4o; Construire un triangle dont on connaît i**. les trois 
côtés } 2®. un angle ç/ • les côtés qui les comprennent; 3*. un 
côté et deux <ingies. 

On opérera dans chacun de ces cas comme on Ta dit ci- 
dessus , pour faire un triangle égal à un triangle donné. 

Dans le troisième cas , si les deux angles donnés ne sont 
pas ceux adjacens au côté connu , il faudra d'abord chercher 
le troisième 9 et opérer ensuite comme il a été dit. 

Lorsqu'on donne la longueur des trois côtés d'un tma^gle, 

U Caut., pour que le triangle soit possible, que l'une <{ael« 

conque de jces longueurs soit jnoindre «quje la «omme àes dieux 

autres. 

PK0BLÈME IV. 

i4i. Construire un triangle rectangle dora on connàhVhf" 
poténuse et un autre côté, 

Soient M ( fig. 1^4 ) ^hypoténuse , et N Fautrc côté ; faites 
un angle droit A , et prenez AB ':== N ; ensuite du point B et 
^mte ouyerturie de compas égale à M , décrivez un arc qui 
coupera AD en D , et ABD sera le triante demandé. 

PROBLÈME V. 

142. Construire un iriangle isoschle dont on connàtl la base 
et un angle. 

Soient M (fijg. isS) la base, et N fangle donnés. Si l'angle N 
est adjacent à la base , prenez AB = M , et aux extrémités A 
et B faites des angles égaux à V y Tintersection des côtés AD^ 
'MD déterminera le triangle demandé. 

'Si l'angle N est celui du sommet, retranchez-le de deux 
angles droits , et faites ensuite à chaque extrémité -de AB des 
angles égaux à la demi-différence trouvée. 
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PROBLÈME VI. 

^45. Construire un triangle t^scèle dont on connaît la fiau*- 
Uur et fçngle du sommet. 

Soient *R (fig. 126) cette baateur et K Tangle du sommet. 

Taites un angle A = N , divisez-^le eh deux parties égales par 

la droite AD ; prenez AD = H , et par le point b menez une 

perpendiculaire à AD qui déterminera le ttiangle demandé 

AfeC. 

PBOBLÈME VIL 

144* Construire un triangle dont on connaît un angle, un 
côté H là somme des deux autres côtés. 

Soient N (fig. 127 ) Tangle donné, M le côté connu, et S 
la somme des deux autres cètés. 

Prenons une longueur AB=M ; au point A, faisons un anglç 
!BâG= N , et portons sur AG une longueur AD = S, ensuite 
joignons BD. 

Cela fait, prenons le milieu R de BD, et élevons une per-^ 
pendiculaire qui coupera AD en C ; enfin menons CB ; le 
triangle ABC satisfera à la question , car à cause de la per- 
pendiculaire RG , on aura GB = GD , et par conséquent 
AC + GB==:S. • , 

PROBLÈME VIII. 

145., Vonsituire un triangle lorsque F on côtindît un angle, un 
des cités aé^acens ^Hla dijfférende des deuX autres côtés. 

Soient Tangle N (6g. laS) , le côté M et la difierenoe 
donnée D. * 

Faîtes un angle A. == N ; prenez AB =: My AG ss D, et joi- 
gnez BG ; lensoife faites au point B Tangle €BGs=GGB, et tous 
aurez le jttintagle demandé ABG, daas lequel k^fi; AfissM^ 
etAlG— GB^AGasDs carGBaàcGC. 

PROBLÊME IX. 

ii6. Construire un triangle lorsque Pon connaît un anglcy té 
rêté qui lui est opposé et la différence des deuo: autres tôtéSi 

6w 
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Soient N (fig. 129) Tangle donné , M le côté opposé , et D la 
différence des deux autres côtés. 

Faites un triangle isoscèle provisoire ABG ^ dont l'angle du 
lommet A ==: N ; prolongez le côté AB d'une quantité BHssD, 
et du point A avec un rayon M , décrivez un arc qui coupera 
BG en R ; du point R , menez la parallèle RS qui déterminera 
le triangle RSH demandé : car l'angle S=A=N, le côté 
Hk=M, et à cause du triangle isoscèle SRB^ on a SRssSB, 
et par suite SH ^SÏIkBH =0. 

J IL — DU QUADRILATÈRE. 

14 7* Quatre droites y en se coupant deux à deux^ détérmU 
lient un quaidrilatère. La grandeur de ces ligues^ leurs posi- 
tijns relatives y. les angles qu'elles feront pouvant varier à 
irolonté y on conçoit qu'il doit exister une infinité de quadrila* 
tères différens. 

Mais dans le nombre il y a quelques espèces particulières 
qui possèdent des propriétés caractéristiques, et qui méritent 
une étude spéciale ; aussi leur a*-t-on donné des noms distinc- 
tifs > ce sont : 

i^. Le carré (fig. 1 3o). — > On donne ce nom à un quadrilatère 
qui a les quatre côtés égaux entre eux , et dont les quatre 
angles sont droits. 

7?. Le rectangle (fig. i3i )• — On appelle rectangle un qua- 
drilatère composé de quatre lignes parallèles et égales , deux à 
deux ^ qui se coupent à angles droits. 

3*. Le losange ou rhombe (fig. i33). — - C'est un quadrila- 
tère formé par quatre droites égales entre elles , parallèles, 
deux à deux , et qui ne se coupent pas à angles droits. 

4®. Le parallélogramme ou rh&mboïde (fig. i32).— C'est 
un quadrilatère dont les côtés sont égaux et parallèles , deux 
à deux , sans que les angles soient droits. 

5^. Le trapèze (fig. ir34)- — Le trapèze est un quadril&tère 
qui a deux côtés parallèles et inégaux , les deux autres et les 
angles étant quelconques. 
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. lie tvapèzt est dit rectangle (fig. 1 35) dans le cas oii Vun des 

côtés non parallèles est perpendiculaire aux côtés parallèles. 

H est dit isoscèle ou symétrique (fig. i36) , si les côtés non 
parallèles sont égaux , parce que , dans ce cas , il est diTÎsible 
en deux moitiés superposables. 

&. Le. quadrilatère symétrique (fig. 187 )• —On appelle 
ainsi un. quadrilatère dont les côtés sont égaux , deux à deux, 
mais non parallèles , c'est-à-dire dans lequel les côtés égaux 
sont adjacens. 

On voit, par ces définitions , que le carré et le losange ne 
di£G&rent que par les angles , ainsi que le rectangle et le paral- 
lélogramme, en sorte qu'il est facile de prévoir que ces qua- 
drilatères posséderont des propriétés communes. 

Dans le carré, le rectangle, le losange el le parallélo- 
gramme , on appelle base un quelconque de leurs côtés , et 
alors la hauteur est la distance qui sépare ce côté de son paral- 
lèle, c'est-à-dire la perpendiculaire abaissée d'un des points du 
côté opposé , Sur la base ou sur son prolongement. Ainsi , en 
prenant BG pour base , la hauteur sera pour le carré et le 
rectangle, l'autre côté DG ou AB ; et pour le losange et le 
parallélogramme , ce sera la perpendiculaire AP. 

Bans le trapèze, on appelle base chacun des deux côtés 
parallèles AD et BG , en sorte qu'il y a deux bases ; et hauteur 
ht distance de ces 4eux bases , c'est-^-dire AO. 

Dans un quadrilatère on peut mener deux diagonales, cha- 
cune desquelles divise le quadrilatère en deux triangles^ les 
deux ensemble le divisent en quatre triangles. 

Deux qiiadrilatères qui auraient les angles égaux et deux 
côtés égaux chacun à chacun , seraient nécessairement super- 
posables et égaux , et auraient aussi leurs diagonales égales. 

Il est évident quis dans un quadrilatère , Un côté quelconque 
Ç8t plus petit que la somme des trois autres , car la ligne droite 
Ç8t le plus court chemin entre deux points donnés. Ainsi 
quatre droites données peuvent former un quadrilatère dès 
que l'une d'elles est moindre que la somme des autres ; mais 
if est £Bicîle de voir en même temps qu'elles peuvent en former 
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une infinité, en faisant vaiier ]s^ grandeur des angCss, et par 
smUk cellf de& diag^aks ( fig. il|6 )., Gela devient «enaîble en 
prenaixt quatre i^^les réiinjîes deux à deux j^ des obaiteièics^ 
car afa>i» un peut à volonté' leiir faire prendve-des positionii 
différentes. \ •- y 

Un quadnlat^^. se. ^é^igne par qm^tro iBttves |»)acëés . anx 
somaàets ^ où bien p^ ks deujD kttres»8i(iiëëS'ia»ix:e;Ktirènàîtés^ 
de la même diagojaale;^ ainsi Voà dit U quàdrikltèce ÂBGI^ 
(fig. 189) 9 ou bien le quadrilatère AC. 

THÉORÈME P'. 

i4Q> La som^ffe d^g. quatrç angles ^ de U^t quadf^fq^r^ esk 
constamment égale c^. quatre angles droit^*^ 

Ep ejÇet, toî^t qiMifJrjaatère ABCD (fig> iJgJ^ ^«^ divisible 
en deux tri^ngles.,^ au nxoyen, 4'^ne diagoz^l^ AÇ. Qr, Içs, 
angles d.e ces t^iiianglesi son^t form^>. 4e.cenx,du.q.w^kf^ilatèrei; 
ainsi 1^ somme des.uns doit être la; même que ce^ de^ ^tres k 
dpnc la, sonime des angles d'un quadj;ilatère. .est double de 
celle de^ ^ugks, d'uu triangle , c'est-à-dire égalç) à quaiire 
angles droits. 

Corollaire i . Ui^ quadrilatère, n^ saurait, aypir tops, les 
angl/ss. ^gus;nf, tou3. les, angles Ql^tus, majis U p^uten^contenir 
4^ux^ou trois d'aigus oudeu^ ou.trpis.d'ol^tji^>. < 

Corollaire 2^ Lorsqve dfu^s un qua^x}'^)''^^ ^^ 7; a. 4pux 
angines df^its , les. deux, au,U.es,sont, suppMpn^tiâri^Si, e^.s'il 
y en trois, le quatrièqle esjt Qecess$tire]^Dt,4FiPil^. ^W^^* 
THÉORÈME II. 

149. Toute diagonale div^ise un carré,, un rectangle, un ' 
losange , ou un parallélogramme en deux triangles égaux. 

En effet, si l'on mène la diagonale AC (fig. i3o à i33), 
dans chacune de ces figures , on formera deux triangles AGB> 
ACD, qui auront les trois côtés égaux chacun à chacun, par 
suite des définitions que nous avons données : donc ils seront 
égaux. 

Corollaire i . Il résulte de cette proposition que , dans ces. 
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figures, les angles oppqséft sont égfiax, ce qui était déjà 
évident poui: le c^rré et le rectangle où tous les angles sont 
droits , et faciV^ à. Ôémontrer pour le Vosapge. et le parallé- 
Togramine par les proprfëtes des paratlèlqs. . 

Scolii. Le tliéorème ci-dessus serait vrai aussi pour Iç^ 
quadrilatère, symétrique, yiourvu que la diagonale AC fiït 
celle qui joint les angles compris entre ses côtés é|;aux ; car 
Teadeux triangles A^C/ADC (fig. 187) ont les trois^cô tés égaux 
diacun à chacun. Ces trian^^Iesf sont' de plus ay métriques 4,, et; 
c'est de là que^e quadrilatère tire son nom. 

Cçla prouve de jilus que les angles B et D compris entre les 
cotes inégaux. H'iin quadrilatère symétrique sont toujours 
égattx^ Ainsi, dans lé cas où i}s seraient droits , les deux autres 
A et G seraient supplémentaires, et Ton aurait un. quadrila- 
tère symétrique, rectangle. 

THÊQRÈMB lU. 

i5q. Les deux. diagonales menées dans un carré ,, un rec» 
tangls, un losange ou un parallélogramme, se coupent en 
deux parties égales et dhisent la figure en quatre triangles, 
opposés et jêgaux deux à deux., 

Cè^ de\ix . diagonales' se couperont d'abord en un point 
(ÎBg. i3o à i33); et si nous comparons dans chaque figure 
deux des triangles opposés , tels que BOA et GOD , nous trou- 
verons qu'ils ont un coté égal AB = GD^ et les angles égaux, 
chacan à chacun ,« car l!àngle OAB t= OCD ,, comme alternes* 
internes , et OBA = ODG par la même raison ; donc ces trian- 
gles sont égaux; donc BO=OD et AOsssQC. On arriverait 
au même résultat en prenant les triangles AOD et BOC. 

Scolie, Dans le carré et le rectangle , les deux diagonales 
sont égales ; car les deux triangles rectangles BAT) et ADG ont 
les côtés qui comprennent l'angle droit égaux chacun à cha- 
cun ; donc ces diagonales se coupent au.poiât Oveuuquatrer par- 
ties égales, et décomposent la figure, «n. quaUie. triangles 
ÎMicèles: et égaux 4ew à deux. 
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THÉORÈME IV. 

iSi. Dans le carré et le losange les Jeux diagonales te 
coupent à angle droit , dii^isent les angles de la figure en deux 
parties égales et. la décomposent en quatre triangles rectangle» 
égqux^ * 

Eneffet^ le point (fig. i3o et i33) étant le milieu de 
chaque diagonale , et les quatre côtes de U. figure étant égaux 
entre eux , il en résulte que les quatre triangles partiels AOË, 
AOD , BOC j COD ont les trois côtés égaux chacun à chacun, 
et qu'ils sont égaux; par conséquent les 'f^hgles en seront 
aussi égaux , et alors chacun d'eux s^era droit. : donc les dia- 
gonales sont perpendiculaires , les. triangles partiels rectangles 
et égaux, et les angles A, B, G, I) divisés en deux parties égales» 

Scolie. Dans le carré ou les diagonales sont égales \ les 
quatre triangles rectangles sont de plus isoscèles. 

THÉORÈME V. 

iSa. Dans un quadrilathrff symétrique ^ les diagonales se 
coupent à angle droit et divisent ta figure en quatre triangles 
égaux deux à deux. 

Si dans le quadrilatère ABGD (fig. iZ^) on mène la diago-> 
nale AG , elle le divisera en deux trian||les égaux ADC , ABG, 
parce qu'ils auront les trois côtés égaux ; mais alors on aura 
l'angle BAC = DAG , et l'angle BGA = DCA; et si l'on tire 
l'autre diagonale BD, les deux triangles AOD , AOB qui ont 
Un côté commun AO , un autre côté AI),= AB , et l'angle com- 
pris entre eux égal de part et d'autre , seront égaux , ce qui 
exige que les angles DOA et DOB soient droits puisqu'ils. sont 
adjacens. De même , les deux triangles rectangles GOD ^.GOB, 
seront aussi égaux : donc la proposition énoncée est vraie. 

THÉORÈME VI. 

ï53. Un quadrilatère qui a deux côtés égaux et parallèles 
est un parallélogramme. 

Supposons que les deux côtés AB , CD (fig. i4o) du qua- 
drilatère ABGD soient égaux et parallèles, et faisons voir 
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t|ii*alor8 les deus autres \e seront aussi ; pour cela menons 
une diagonale DB y elle divisera la figure en ^ deux triangles 
I>BG j DBA qui auront un c6té DB comoiuiit un autre côlë 
I>C= AB, et les angles compris BDG et DBA égaux comme 
alternes-internes ; donc ces triangles seront égaux, et par suite 
le côté AD=sBC, Vangle A = Cs=CBH , ce qui prouve' que 
les côtés égaux AD et BG sont parallèles ; dtfnc la figure est un 
parallélogramme, puisque ses côtés sont égaux tt parallèles 
deux à deux. 

Scolie. Si Tun des angles , A, par exemple , était droit , là 
figure serait un rectangle; si , dephis, les quatre côtés étaient 
égaux, ce serait un carré; etifin, si les côtés étaient égaux et 
les angles non droits, ce serait un losange. Ainsi , le théorème 
est applicable à ces quatre quadrilatères. 

THÉORÈME VII. 

\5^, Un quadrilatère dont les côtés opposés sont égaux est 
un parallélogramme. 

Pour le prouver, il suffit de faire voir que les^ côtés ^aux 
seront nécessairement parallèles. 

Soit le quadrilatère ABCD {fig. i4^), dans lequel on suppose 
AB =: DG et AD = BG ^ et menons une diagonale DB ; alors les 
deux triangles ADB, DBG auront les trois côtés égaux chacun à 
chacun , et seront égaux ; donc l'angle ABDssBDG, et Tangle 
ADB'^DBG ; ce qui prouve que les côtéa opposés sont parallèles. 

Même remarque que dans le théorème précédent. 
THÉORÈME \m. 

i55. Un quadrilatère qui a les angles opposés égaux est un 
parallélogramme. 

Si dans le quadrilatère ABGD ( fig. i4o ) on a l'angle A =C 
et l'angle B =? D > il est évident que A -f- B â= G -f- D ; mais la 
somme totale A-hB+G+Dr=:4 droits ; donc A-hB=ss2 droits. 
Mais si la somme des angles intérieurs A et B vaut deux angles 
droits, les lignes AD et BG sont parallèles, et par suite l'angle 
CBH := A = G ; donc AB et DG sont auss\ parallèles et par 
suite (n® 4!^) égaux ^ et la figure est un parallélogramme. 
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Mètneipetlidr^ quepioâr le chëorèwef Vt. 

€oMiLA^s.' Oiy vok. pai< là^q^ dèuii paraltelognumaes ^ai 
oni'uiti aUïgte ëgal! sont'équiàngibs eiMTe'tfotv 

\ THÉORÈME ik! 

1 56i^,'UH,qu4k^léHèrci 4vnt l^ diagonpks 9e ofitipentfen deM9 
pani49 égatus est^f^ pmralliihgrammei, 

SnpfQBpn^ que., d^i»», U qu^ddlatè^re AfiÇD, (fig,. i3f2,}.,le ^ 
point soit le milieu des diagonales AC et BD; aloi^f le^ deux 
tiiapgli^, ^Qi et. BOQ /^uxoat /un ^ apigle . égal compris entre 
«^t^s 4fjj^W) <;W^«U# -X: cbaçiia : et :8eroiU ëgfiux. ; donc AD es& 
tfgaVQt.parall&le.à BG« lien sQr}iit,de même pour AB.et CD s 
doncU^uadrilatèire. ABCD e^t^un pamU^log^amme, 

Scolie. Si les diagonales ^tai^ot égales, la figure, serait, ua 
rectangle; et si elles se coupaient à angle droit, ce serait un 
carré ou un losange. 

THÉORÈME X. 

,tS']. Doux panllélogrammes qui ont un angle églalicani^ ' 
pris entre côtés égaux chacun à chacun $ sont égaux,. 

Soimi> les dcju& parallélogeai^es ADGD.,. a^cif (fig*. i4i^> 
dans^ lesquels on, suppose Fan^^leA^ss-a,. le côté AD=::0^, tt 
lecotéAfi^esa^A. 

If uisqvs A as a , lea parallélogrammes sont équîangles enlve 
eux (n® i55>) , etst les côtés AD ei.ad sont égaux., lés opposés 
BC et 6c le seront aussi ; de même» si. AB=:a6, on. aura 
DG = Je. Donc enfin tout est égal de part et d'autre, et les 
parallélogrammes* sont superposables. 

THÉORÈME XL 

i58: Deux quadrilatères quelconques sont égaux lorsque 
leurs diagonales se coupent sous un même angle, et qu'elles 
se trouvent divisées en quatre segmens égaux chacun^à chacun^ 

Soient les deux quadkilatères ABGD , abcd qui ont les par^ 
tieS'OA ss od , CD = ocf , OG=s oc y 06 = 06, et les angles G 
et O' éffivdi. 

Si rdn porte une figure sur Tantre , en faisant cc^ndder les 
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poînl^O et^ , et l'ine dfcs diagonales, cbaque segmeft^o»- 
vrira son correspondant; et puisqu'ils sont ^gainr^diàcHiiQ^ 
ebacun^lesi sdmmclaidytè^o, é^taïq^AéfQTÊÂ s«ri létuioniiaèta ' 
À, B^G, 1^^ ctles.deox quadiilatère» coïncidant esadénMiitf^ 
aenput çgaiix; • 1 . : 

-. < THÉORÈME Xf^. 

iSg. La ligne qui Joint les milieux des bases éCun'tiixpète 
symétrique , est perpendiculaire à ces deux bases» 

Soitk trapèze symétrique AB€D (frg. i3&^. S des sommets 
Â et B on abaisse les perpendiculaiFeè égidtds Ap^ JB9,' ^eHès» 
détermin^ont deux triangles rectaipgjai égaux AUp, BC^$ car 
on a Fkypoténuse AD=»BC(n« i36);; dioiïc l'angle DstnC , 
etpàrsuite Ar^B. 

Gela^ posé , si par le point M , milieu de ïfG ont élèrvp une* 
perpendiculaii^ MN , elle sera aussi perpendiculaire à' AB , et 
fl: l'on^fait tourner kparl^.MiNB& a«to«pde MN, popi^rap* 
pliquer ishir MNAD», le poist € tombemeu D^ èt< à cause âkt- 
Fangle G=D le coté GB prepdra la direction DA ; de. plUa, 
puisque GB=DA , les points B et A. se confondront y et l'on 
aura NB = N A : donc le point N sera le milieu de AB* 

Ge qui démontre le théorème ci-«dessus. 

GoROLLAiRE. Dans le trapèze symétrique, les augles i|igus 
sont égaux entre e^ux , ainsi que les angles obtus. 

Proposons-nous quelques prqblèn^es relatifs aux quadri- 
latères. . 

PROBLÈME I«'. 

160. Construire un quadrilatère égal à un quadnlaih^ 
donné. 

Pour résoudre cette question générale, il faut mener une 
4i^gonalç AC (fig. iSg) qu^ divisera le qu|ulri}Afère 4!|n4é)«n 
dçux triangles , e^spite pjrendre une ligne égale. à,c^tt9ldi^0r 
m^j et construire sur elle, deux triangles égau^. à ^Cftnx qu^ 
composent ce quadrilatère. 

Si ]» qu^riliMèïe, dpwé et^t ^^, ciufRi,; il, ^uffii^it- de 
l^ndre une ligne égale à sou c6té , d^'éleyer à s^.epti^miti^ 
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des perjpeadiculaires égales à ce côté ^ et de joindre lespoioto 

ainsi déterminés. 

Si c'était un parallétogramme ,. il fiiudrait Csire un angle 

égal à Von de» siens, prendre sur les côtés de cet angle des Ion- 

gueurs égales aux côtés adjacens du parallélogramme y et par 

les points déterminés , mener des parallèles respectives à ces 

longueurs. 

PROBLEME II. 

t6i. Construire un parallélogramme dont on connaît un. 
côté et les deux diagonales. 

Soient M, N. (fig. 143)9 les diagonales', et Q le côté 
donnés^ Prenez une ligne AB = C , et de ses extrémités avec 
des rayons erspectivement égaux à i M et à ^ N, décrivez deux 
arcs qui se couperont en ; prolongez OA d'une quantité 
OC=OA, et OB d'une quantité OD=OB; joignez DA, CD, 
DB, ce qui déterminera un parallélogramme : car les triangles 
AOB , COD ont un angle égal compris entre côtéa égau;c y et 
sont égaux ,.d'où AJB est égal et parallèle à CD« 

PROBLÈME III. 

i6a. Construire un trapèze^ connaissant les deux côtés 
parallèles et les angles adjacens à l'un deux. 

Soient M et N (fig. i44) les àe^^m côtés donnés, et â et 6 
les angles adjacens à N. Prenez une ligne AB=N ; à ses exti;é* 
mités faites des angles ABD , BAC égaux à â et 6, et portez de 
A en une longueur AO = M; par ce point , menez une paral- 
lèle à AC, qui coupera BD en D ; enfin , menez CD parallèls 
à AB, et ABCD sera le trapèze denuindé. 

S III. — DES POLYGONES DE PLUS DE QUATRE COTÉS. 

i63. Les figures de plus de quatre côtés n*dfi[rent pas des 
particularités comme les triangles et les quadrilatères, et 
Toilà pourquoi nous allons les ranger dans un même para- 
graphe. 

Ces polygones sont toujours décomposables en plusieurs 
triangles (fig. i45) 9 car il est toujours possible de mener par 
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un de leurs sommets des diagonales aux. autres; par consé- 
quent leurs propriétés dépendent de celles des triangles. 

Observons d'abord que ,, par cette déconiposition , un poly*- 
gone quelconque produira autant de triangles qu'il aura de 
côtés y moins deux; car les diagonales partant du mémt som^- 
met y formeront une suite de triangles qui auront ce point 
pour sommet commun , et dont les bases respectives seront 
tous les côtés du polygone , excepté les deux qui compren- 
dront l'angle choisi pour point de départ. Il y aura donc au- 
tant de triangles que de côtés , moins ces deux-là. 

Ainsi y un pentagone fournira trois triangles , un heptagone 
en donnera cinq, etc. 

THÉORÈME !•'. 

164. 1^0. somme des angles intérieurs de tout polygone esi 
égale à autant de fois deux angles droits que cepoljrgone a de 
côtés , moins deux. 

En effet, le polygone étant divisible en autant de triangles 
qu*il a de côtés, moins deux , et les angles des triangles étant 
formés de ceux du polygone , il est bien évident que la somme 
Ae tous ces angles vaudra^autant de fois deux angles droits 
qu^il y aura de triangles. 

Ainsi, soit le pentagone ABGDE (fig. i^5). Menons les dia- 
gonales AG, AD, et nous aurons trois triangles A'fiC, ACD, 
AED dont la somme des angles qui sont formés de tous ceux 
du polygone vaudra trois fois deux "ou six angles droits. 

Soit de même l'heptagone ABCDEFG (fig. 1 46}. Du sommet A 
menons les diagonales AG, AD, AE, AF, qui le diviseront 
en cinq triangles , par conséquent la somme de ses angles 
sera cinq fois deux , ou dix angles droits. 

On voit de même que la somme des angles d'un palygone de 
vingt côtés serait de ( 20 — !i ) X 2 =36 angles droits. 

Enfin N étant le nombre de côtés d'un polygone quiconque, 
nous aurons pour exprimer la somme de ses angles la formule 

(N — a)a = an — 4- 
On peut aussi énoncer ce principe en disant que la somme 
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4ie6 anf^» iiitëHeiirê 4'itii pol^gMie vaut autatil de 4bia déitt 
angles dt^iÈ qa^il a de dointaietS'^ «lèins qtva;f rè afigleè drokH. 
. 'Ce ritféo¥èfx«e <Ht aussi tepplieable anx polygones e^ncaves 
<fi§. ^4^}, p«mrvQ ^pBfe Ids atagîes rentrais soient pris dans 
V9iMâétm^potff^c^mUfÊA csa ilà acmi plus gAnds ^poe 

THÉORÈME II. 

16$. Îm somme des angles extérieurs Ae tout polygone vaut 
toujours quatre angles droits. 

On donne le nom d'angle ex^rieur Hlmu polygone (f%. 148) 
au supplément de son angle intérieur, tl se troute forbié exté- 
rieurement en prolongeant un des côtés de ce polygbnç. , 

Cela posé , puisque les angles extérieurs sont les supplémens 
des autres y la somme totale des intérieurs et des extérieurs 
vaudra autàiit ae ibis deux angles droits qu^il y i^uta de 
sommets. Mais la dijfTérence entre cette somme totale et la 
somme des angles intérieurs sera précisément la somme des 
extérieurs. Or, cette diiFérence est quatre angles droits ; donc 
la somme des extérieurs vaudra toujours quatre droits. 

ï^ar exemple la somme des angles extérieurs m, 71, o^p^ 
^y r de l*faexagone AfiCDEl^ s'obtiendra en retranchant <ie la 
somme totale 6 Xa= 12 angles droits, la somme des angles 
intérieurs qui est (& — 2)2 = 8 droits, et Ton aura ... 
12 — 8 = 4droits. 

Il eh serait de même pour tout autre exemple. 

TBÉORÈMElIt. 

1B6. Bèux pohjrgenes égaux €OiH comptés d'un même 
nùfhbre de itianglei êgàut thucun à chacun, et semblabk^ 
ment placés , et réciproquement. 

Il est évident que deux polygones, pour être égaux, doivent 
avoir uû ttiéinë nombre dé côtés et d'angles égaux chacun â 
cbaicun , et fournir un même nombre de triangles partiels. 

Ainsi ^biétttlès deux polyjjonès ABCDEF (fig. 14^), ùbcdef^ 
par les sommets A et a menons des diagonales ; notis aurons 
d'abord les triangles ABC et u^ égaux, comnufe ayant uâ àttgle 
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ilgal BsaA coiàpm entée oâ^tft égaux; d'oà la dkgOBftfe 
(M:^=^ac, Faogle ACB=s=.4ic6 et far fiiMie ÀCDnsacMf; .maîa 
«iors les deux autres triangles ACD et «cv/ Auront -«ussi 'mt 
ai»gle égal compms cuire c6téi e'gauic dt terooCiegaQx, (et ainsi 
de suite pour tous Les avtra0 »: donc 4e pâncipe es* démontré. 
ha. réciproque «st évidente. 

167. Construire unpoîjgone égala un polygone donné* 
La solution de ce problème résulte immédiatement du 

théorème précédent , car pour faire un j)oly(one égal mi 
polygone ABGDEF (fig. 149^ il suffira de construire une suite 
de triangles égaux à ceux du polygone donné , en suîranl le 
procédé connu ; c'est-à-dire en prenant successiTement des 
ouvertures de compas égales aux côtés de ces triangles , et 
décrivant des arcs qui , par leurs intersections , détermineront 
les divers sommets du polygone demandé. 

Voilà les propriétés qui conviennent à tons les polygones en 
général ; mais il existe une classe de polygones qui mérite une 
étude spéciale , par l'importance et Futilité des résultats auX'* 
quels elle conduit : ce sont les polygones réguliers. .. 

§ IV. — DES POLYGONES RÉGULIERS ET DU CERCLE. 

168. Nous avons 9Lffe\é potjrgones réguliers ceux qui avaient 
en même temps tous leurs angles et tous leurs côtés égaux. Il 
n'y a pas de doute que tout ce que nous avons dit pour les 
polygones* en général ne leur soit applicable ; mais il nous 
reste à rechercher les propriétés qui sont la conséquence de la 
régularité. 

Il existe des polygones réguliers d'un nombre quelconque 
de côtés. Nous connaissons déjà le triangle équilatéral et le 
carré , et nous verrons bientôt le moyen d'en construire 
d'autres. 

La première observation à faire au sujet des polygones 
réguliers , c'est que l'égalité de leurs angles donne la facilité 
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de connattre dans tous les cas la valeur de chacun d'eux. £d 
effet, puisque la somme totale des angles intérieurs d'an 
polygone vaut autant de fois deux angles droits qu'il a de 
cAtés y moins deux; si Ton divise celte somme par le nombre 
des côtés , on aura la valeur de chaque angle. 
Ainsi N étant le nombre des côtés d'un polygone régulier, 

on aura ^^ pour la valeur de chacun de ses 

angles. 

En faisant successivement N égal à 3, 4> ^9 c^* > on for- 
mera le tableau suivant. 
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TABLEAU 

De la valeur de Va^lè d'un Polygone régulier. 





BTOMBKE 


VALEUR DE L'ANGLE 


YALBUK DE l'avGLE 


NOMS 


des 


exprimée en fractions 


exprimée en degrés. 


DES V0LTGONE8. 














côtés. 


DE L^AirCLS 


DROIT. 


DITISIOH 


DIVISION 










«ne, 36o<». 


nouv., 4000. 


Triangle régulier. . 


]N= 3 


(3-.a)a_a 
3 -"S** 


angle droit. 


60* 


66^66'6&' 


Carré s 


N= 4 


(4-^)3^, 


droit. 


90, 


100. 




Pentagone régulier. 


N= 5 


(5-.a)a 6 
5 ~5 


id. 


108. 


lao. 


Heïagone régulier. 


N=: 6 


(6-a)a 4 
6 3 


id. 


lao. 


i33o33'33* 


Heptagone ici . . . 


]N= 7 


(7— a)a _ 10 
7 7 


id. 


ia8*34'i7" 


i4a«85'7i* 


Octogone îrf.. . . 


N= 8 


Î2ri);-ê 


îd. 


i35. 


i5o. 


Eonéagonc W.... 


N= 9 


(9-a2a_i4 
9 9 


id. 


140. 


lôfioSS'SS" 


Décagone, irf.... 


N= 10 


(lo— a)a 8 


id. 


144. 


160. 


10 5 


I>odécagone irf... 


N=: la 


(la^a)a 5 
la —3 


id. 


i5o. 


i66«ee'66» 


PeniédécagoncW.. 


N= i5 


(î5-a)a a6 


id. 


i56. 


i73o33'33* 


i5 ~ i5 


Polyg.deaocôté».. 


N= ao 


(âo— a)a_9 • 
ao 5 


id. 


16a. 


180. 


Poljg. de 5o côtés . 


N=.5o 


(5o-a)a 48 
53"=a5 


id. 


i7aM8' 


i9«- 


Polyg.de 100 cAtés. 


N=ioo 


(100— a)a _ 49 


id. 


176 a4' 


196. 


100 a5 


Polyg. de 36o côtés. 


Nrsîifio 


(36o— a)a_i79 


id. 


179. 


i98«88'88* 


36o 90 
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On peut aussi avoir besoin de connaître la valeur de l'angk 
extérieur d'un polygone régulier; or puisque la somme de 
tous les angles extérieurs vaut toujours quatre angles droits, 
et que dans les polygones réguliers ces angles sont égaux, comme 
supplémens des angles intérieurs , la valeur de chacun d'eux , 
s'obtiendra en divisant quatre angles droits par le nombre des 
côtés ; ainsi Tangle extérieur du triangle régulier est les ^ d'un 

angle droit , ou -«- = i ao*. 

36o 
Celui de l'hexagone est de -^ = 6o'. 

169. La valeur de l'angle intérieur d'un polygone régulier 
est utile à connaître dans bien des cas. Ainsi , pour en citer un 
exemple , proposons-nous de trouver combien il existe d'es^ 
pèces différentes de polygones réguliers qui peuvent servir à 
recouvrir exactement une surface plane , par exemple à carre^ 
1er un appartement. 

L'art du carreleur consiste à recouvrir un plancber avec des 
briques, ayant la forme d'un polygone régulier, lesquelles 
doivent s'assembler de manière à ne laisser entre elles aucun 
espace vide. Cela exige que les angles des polygones employés 
soient des diviseurs exacts de 36o® , pour' qu'en les groupant 
autour d'un même point du plan, ils y fassent une somme 
égale k quatre angles droits. Or, voyons quels sont les poly- 
gones réguliers qui peuvent remplir cette condition. 

1*. Le triangle équilatéral ( fig. i5o), dont l'angle vaut 60** 
ou le sixième de quatre droits, sera propre à cet usage , car^ix 
triangles pareils réunis par un de leurs sommets, en un même 
point 0, rempliront exactement tout l'espace , et cela se renou- 
vellera à chaque sommet. 

2** Le carré (fig. i5i ) servira au même usage, car ses angles 
^tant droits, si on les réunit quatre à quatre ils formeront qua- 
tre angles droits à chaque sommet. 

Le pentagone ne pourrait pas être employé car son angle 
n'est pas sous-multiple de 36o^. 
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3^. L'hexagone régulier (6g. i5a)^ dont Tangle vaut 120^, 
ou le tiers de quatre angles droits , pourra remplir le même 
but , en réunissant trois de ces poljgones autour de chaque 
sommet. 

Mais au-delà, il n'en existe pas d'autres capables du même 
objet ; car à mesure que le nombre des côtés des polygones 
augmente , la valeur de leurs angles augmente aussi; en sorte 
que cette valeur sera trop grande , à partir de l'heptagone, car 
dans pe dernier , l'angle vaut plus^de 128® , ce qui donne pour 
les trois angles : 3 X 128 = 384*. 

n n'y a donc que trois polygones régul^iers : le triangle , le 
carré et l'hexagone , qui puissent servir à recouvrir une surface 
plane sanslaisser d'espace entre eux. 

La plus précieuse des propriétés dont jouissent les polygones 
réguliers, c'est la faculté qu'ils ont de pouvoir être inscrits et 
circonscrits à un cercle : occupons-nous de la démontrer. 

THÉORÈME I«. 

170. Tout poljrgone régulier peut être inscrit dont un cercle, 
*ei peut lui être circonscrit . 

Pour démontrer cette proposition , il s'agit de faire voir qu'il 
existe toujours, dans Tintérieur d'un polygone régulier, un 
point également éloigné de tous les sommets. 

Soit l'octogone AB€. • . . ( fig. i53 ), si par les milieux M , 
N, de deux côtés adjacens AB, BC, on élève des perpendicu*^ 
laires, elles se couperont en un point 0, centre de la circonfé- 
rence qui passera par les trois sommets A , B, G. €e point o sera 
également éloigné de tous les sommets du polygone. En effet, 
si Ton joint OA , OD, on formera deux quadrilatères OMGD , 
OMBA , qui pourront être superposés , car si l'on fait tourner 
OMGD autour de OM , perpendiculaire sur le milieu de BG ^ la 
partie MG recouvrira MB, et le point G tombera en B; mais 
alors , puisque l'angle G = B , le côté GD prendra la direction 
de BA , et comme GD = BA, le point D tombera en A , donc 
OD=OA , c'est-à-dire que la circonférence qui passe par les 
; trois sonmiets, A, B, G, passera aussi par D. 
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Un raisonnement absolument sembl^le servirait à prouve^ 
que les autres sommets , E , F , G , H , sont aussi à la même 
distance OA^ du point O; donc ce point est le centre d'un cerck 
sur la circonférence duquel seront posés tous les sommets de 
l'octogone donné i et cet octogone sera alors inscrit au cercle. 
En second lieu ce même point O est aussi à égale distance de 
tous les milieux. M , N , . . . des côtés de Toctogone, car tous 
ces côtés étant des cordes égales , sont également éloignés du 
centre O ; si donc du point O ; avec un rayon égal à la perpen-» 
diculaire OM , on décrit une circonférence , elle touchera tous 
les côtés du poljgone par leur milieu respectif , et ces côtés se- 
ront tous tangens à cette circonférence ; par conséquent l'oc- 
togone sera circonscrit au cercle OM. 

Scolie I. Le point O y centre commun des cercles inscrit et 
circonscrit , est appelé aussi le centre du polygone régulier. 

La distance OA, du centre au sommet, qui est le rayon du 
cercle circonscrit , se nomme aussi le rayon du polygone , et la 
distance OM, rayon du cercle inscrit, est dite Yapothhme de 
ce polygone. 

Scolie II. Puisque tous les côtés d'un polygone régulier sont 
à égale distance du centre, et qu'ils sont tous égaux, si l'on 
mène tous ses rayons , on divisera ce polygone en autant de 
triangles isoscèles égaux qu'il aura de côtés ; et autour du cen- 
tre O , sommet commun à ces triangles , il y aura un même 
- nombre d'angles égaux , dont la somme vaudra toujours qua- 
tre angles droits. Chacun de ces angles s'appelle Vangle au 
centre d'un polygone régulier. 

Réciproquement, MVL certain nombre de triangles isoscèles 
égaux réunis par leurs sommets autour d'un même point et 
remplissant exactement l'espace de quatre angles droits , sont 
tels, que leurs bases déterminent un polygone régulier. 

1 7 1 . La valeur de l'angle au centre d'un polygone régulier > 
est importante à connaître dans bien des cas \ or> pour la trou- 
ver, il suffit de diviser quatre angles droits par le nombre dos 
côtés du polygone. 
C'est ainsi qu'on a formé le tableau suivant : 
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TABLEAU de l'angle au centre des polygones réguliers. 



NOMS 

DBS POLTOOITES. 



Triangle ^guHer 

Carré 

Pentagone régalier. . . . 
Hexagone ûl.... .. 

Heptagone > id 

Octogone id 

Ennéagone id. 

Décagone id,,*..» 

Dodécagone id 

Polygone de i5 côtes.. 
Polygone de ao côtés.. 
Polygone de a5 côtés. . . 
Polygone de 36 côtés.. 
Polygone de 90 côtés. . 
Polygone de 180 côtés. 
Polygone de 36o côtés. 
Polygone de 400 côtés. 



Valeur de Pàogle 

an centre 

en fractions 

de l'angle droit. 



Nombre de 
oôtés. 



▼ALEQE DE CBT. A.HOLB 

en degrés. 



N ar 3 

N= 4. 

N= 5 

N= 6 

N= 7 

N= 8 

N= 9 

N = 10 

IS = la 

N = i5 

N= a5 
N = 

N= 90 

N = 180 

N = 360 
N = 4oo 



4 

3 

4 
4 
4 
5 
a. 
3 

4 

7 

1 
a 

4 

9 
a 
5 
I- 
3 
4 

75 
I 
g 
4 

a5 
t 

9 
a 

P 

1 

9Ô 

I 
100 



Dma. 36o<». 

lao» 
90. 
7a. 
60. 

5i«35' 43* 
45. 

40. 

36,. 
3o. 
>4- 
18. 

10. 

4- 

a. 
I. 
o«54 



Dma. 4000. 

i33«33' 33*^ 
100. 

80. 

66<»66'66* 

57.14.a8. 

5o. 

44«44* 44-' 
4o« 

33033' 33" 
a6.66.66" 
ao. 
16^ 

4.44.44. 
a.aa.aa. 
liii.ii. 
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Ce tableau est le même que celui qui donnerait la valeur de 
l'angle extérieur des polygones réguliers ; et en effet Tangle au 
centre et Tangle exte'rieur sont la même fraction de l'angle 
droit ; ainsi V angle au centre d'un polygone régulier est le sujh 
jflément de son angle intérieur* 

Dès qu'on s^est assure' qu'un polygone régulier est inscriptible 
et circonscriptible à un cercle, on se demande quel est le procédé 
à employer pour effectuer l'inscription et la circonscription* 

Traitons donc ce problème général. 

PROBLÈME l«r. 

1 7a. Inscrire un polygone régulier dans un cercle donné. 

Ce qui précède offre une solution directe de ce problème, 
car il suffit de faire , au centre du cercle , un angle égal à l'angle 
au centre du polygone demandé , et ses côtés prolongés déter- 
mineront un arc dont la corde sera le côté de ce polygone ; il 
n'y aura plus qu'à porter cette corde sur la circonférence au- 
tant de fois qu'il sera possible. 

Maïs la Géométrie ne nous fournit pas toujours le moyen de 
construire directement un angle d'un nombre de degrés donné , 
en sorte que nous ne pouvons résoudre graphiquement le pro« 
blême que dans certains cas. 

Par exemple , la construction du carré inscrit se présente na- 
turellement; menez dans le cercle donné, deui diamètres à 
angle droit, AB, CD( fig. i54), et joignez leurs extrémités, 
par les droites AD , DB , BC , CA , qui formeront le carré ins- 
crit, car les angles au centre étant droits , les cordes seront 
égales ; et elles'' seront de plus perpendiculaires entre elles , 
puisque les angles A , B , C , D , sont inscrits dans des demi-^ 
circonférences. 

Au moyen du carré on pourra inscrire tous les polygones 
qui sont ses multiples, car il suffira de diviser successivement 
les arcs obtenus en deux parties égales par des perpendicu- 
laires^ abaissées du centre sur les cordes ; c'est ainsi que la cir-^ 
conférence sera divisée d'abord en huit parties égales , ensuite 
en seize ^ trente-deux , etc. , et en joignant les points de division 
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par des droites , on forme les "polygones réguliers inscrits de 4 ^ 
8, i6 y 32 y 64 9 côtés, etc. 

Mais si Ton voulait inscrire un triangle ëquilateVal , on serait 
d'abord arrête par la difficulté qu^il y aui^it à faire un angle 
q.ui fût le tiers de quatre droits. 

Quant à Thexagone ( figé i55 ) observons que Tangle au 
centre AOB de l'hexagone régulier vaut -| d'angle droit ou 
60^ et comme le triangle AOB, formé par les rayons qui 
aboutissent à son côté , est isoscèle , les deux autres angles 
OAB et OBÀ seront égaux , et chacun d'eux vaudra aussi 60** , 
puisque les tvois ensemble forment 180® ou 3 X 60 ; ainsi ce 
triangle est équ^latéral :. donc le côté de l'hexagone inscrit est 
égal au rqjron. 

Par conséquent pour inscrire un hexagone régulier dans un 
cercle donné , il n'y a qu'à porter six fois le rayon de ce cercle 
sur la circonférence et joindre les points ainsi déterminés. C'est 
le plus facile à inscrire. Maintenant si nous joignons trois des 
sommets de l'hexagone inscrit , ^ar des diagonales , nous for- 
merons le triangle équilatéral inscrit AGE. Ensuite en divisant 
successivement les arcs en deux parties égales , nous inscrirons 
tous les multiples de l'hexagone > tels que les polygones régu- 
liers de i2y a4 9 4^ ' etc. , côtés. 

Nous verrons plus tard qu'on peut inscrire encore directe* 
ment le pentagone , le décagone , le pentédécagone réguliers , 
et par suite leurs multiples. Mais observons que ces subdivi- 
sions des arcs , toutes simples qu'elles sont en théorie , ne peu- 
vent être mises en exécution, dans la pratique, que lorsque 
ces arcs'sont d'une certaine grandeur ; ainsi le problème pro- 
posé reste insoluble dans la plupart des cas. 

Pour remplir cette lacune on a imaginé de former une table 
des cordes, dans laquelle on trouve Téxpression numérique de 
la longueur de la corde correspondante à un arc donné et 
calculée en fonction du rayon ; mais ce n'est point ici le lieu, 
d'indiquer la construction de cette table (*). 
— ■ ' ' ' " ■ ■ .1 I. ■ .1 f i. , , . — I, ..,■1., I. i^ t 

^*) F'oyez la Goniométrie de Francœui:. "^ 
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173. On peut y dans la pratique, employer avec avanta9f^ 
un cercle gradue, tel que le suivant : Soit (fig, 1 56} un cercle en 
cuivre jaune , d'un diamètre plus ou moins grand , sur lequel 
on tracera un certain nombre de circonférences concentriqaes; 
les deux plus rapprochées du bord seront divisées, Tune en* 
36o°; l'autre en 400®, pour représenter les deux divisions usi- 
tées, tandis que les autres porteront des divisions correspond 
dantes aux principaux polygones. 

Ainsi , par exemple , la plus petite sera divisée exactement 
en trois parties égales , l'autre en quatre, la suivante en cinq, 
et ainsi de suite. Au centre de cet instrument on fixera une 
rè^e mobile , ou alidade qu'on munira d'un vemier. On pnn 
tiquera plusieurs ouvertures sur la surface de oe cercle, pour 
qu'en l'adaptant sur des cercles d'un diamètre plus petit que 
le sien , on puisse marquer sur ces dernières les divisions de- 
mandées. 

An moyen de ce cercle gradué , on peut très facilement pro- 
céder à l'inscription d'un pofygone quelconque : pour cela on 
pose le centre de l'instrument sur le centre du cercle donné ; et 
alors si l'une des circonférences concentriques que porte cetins* 
trument estdivisée en autant de parties égales que le polygone 
proposé doit avoir de côtés, on fera passer successivement la 
règle mobile sur chaque point de division , et l'on^ marquera 
exactement sur la circonférence du cercle donné les points 
correspondans qui joints par des cordes formeront le polygone 
demandé. 

Si l'instrument ne porte pas une circonférence convenable- 
ment divisée , on cherchera le nombre de degrés de l'angle au 
centre du polygone cherché ; et au moyen de ce même instru- 
ment on marquera sur la circonférence du cercle donné un arc 
qui corresponde à cet angle ; sa corde portée ensuite sur toute 
la longueur de cette circonférence détermine tous les sommets 
du polygone. 

Cet instrument peut servir encore aux mêmes usages que 
le rapporteur* 
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PROBLÈME II. 

174. Circonscrire un polygone régulier 4 un cercle donnée 

Pour résoudre ce problème , il faat d'abord inscrire un poly- 
gone analogue à celui qu'on veut circonscrire y et ensuite mener 
des tangentes par les sommets du premier , ou bien par les min 
lieux des arcs soutendus. Ces tangentes détermineront, par 
leur intersection , le polygone circonscrit. On obtient donc ainsi 
deux polygones circonscrits dont Fun a ses côtés paiall^les 4 
l'inscrit. 

I*. Soit par exemple Thexagone inscrit ABCDEF (fig. 167} y 
si par ces six sommets on mène àes tangentes respectives, elles 
fie couperont en M, N, P, Q, R, S, de manière à former un hexa* 
gone régulier. En effet, si l'on joint ces sonmiets au centre par les 
lignes OM , ON , etc. , on formera une suite de triangles rectan- 
gles égaux OAM, OBM, OBN , OCN , etc. Car d'abord ÂOM et 
OBMy qui ont Tbypoténuse commune OMet un côté égal OA 
=: OB, sont égaux* I)e même OBN = ONCpar la même raison. 
Ce qui prouve que les lignes OM , ON , divisent les.angle8,Â0Q| 
BOG en deux parties égales; ainsi, à cause de AOB = BOG, 
U moitié MOB=BÔN. Mais alors les deux triangles MOB et 
ÇON sont égaux comme ayant un côté commun OB et les angles 
égaux ; c'est-à-dire que les quatre triangles comparés ci-dessus 
sont égaux entre eux. lien serait de même pour tous les autres ; 
donc enfin on a les côtés AM ssBM = BN = NC =CP :=:etc. 
0^ bien MS = MN s= NP = etc. , et les angles AMO = 
BMC = BNO = CNO = etc. , d'où l'angle AMB = BNC = 
CPD=:etc. Par conséqueût l'hexagone MNPQRS» ayant ses 
angles et ses côtés égaux , est régulier, 

^^Soit en second lieu, un hexagone régulier inscrit ABCDEF 
(fig. i58) ; par les milieux T, Y, X, etc., des arcs AB, BC, etc.^ 
menons des tangentesMN,NP, etc. ; elles détermineront , en se 
coupant, un hexagone régulier circonscrit ; car puisque les points 
de tangence T , Y , X , etc. , sont au milieu des arcs , les rayons 
OT , OY , etc. , seront perpendiculaires en mêifte temps aux 
côtés, du polygone inscrit , et aux tangentes ; donc ces lignes 
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seront parallèles deux à deux , et les angles M , N , P , etc. , se-- 
ront égaux aux angles A., B y G, ... , et par conséquent égaux 
entre eux. 

D'un autre côtelés deux triangles rectangles ONV, ONT, qui 
ont l'hypoténuse ON commune et un côté OV = OT sont 
égaux , ce qui prouve que la ligne ON passe par le milieu B 
de Tare TV. On Terrait aussi que OM passe par le point A, et 
ainsi des autres. D'ailleurs comme MN est parallèle ^ AB et que 
le triangle OABest isoscèle, il faut queOMN soit aussi isoscèle, 
et qu'alors le pied T de la perpendiculaire soit le milieu de la 
base MN ; de même V sera le milieu de NP, etc. ; mais TN = 
NV, à cause des triangles égaux TON, NOV ; donc enfin 

MN= NP := PQ ; c'est-à-dire que le polygone MNPQR& 

est régulier. 

En opérant d'une manière analogue , on pourra circonscrire 
à un cercle tous les polygones réguliers qu'on saura inscrire au 
même cercle. 

Réciproquement. Étant donné un polygone régulier circons- 
crit MNOPQRS, il sera facile d'en inscrire un analogue ; il suffit 
pour cela de joindre les points de tangence , A , B , G , D, E, F 
(fig. 167) , ou bien les points d'intersection , déterminés sur la 
circonférence, parles lignes OM, ON (fig. i58) , qui vont du 
centre aux sommets du polygone circonscrit. 

THÉORÈME II. 

176. La surface et le périmètre des polygones inscrits dans un 
même cercle augmentent lorsqu'on fait augmenter le nombre 
des côtés ; et , au contraire , la surface et le périmètre des poly- 
gones circonscrits diminuent dans les mêmes circonstances. 

1®. Soit l'hexagone régulier .inscrit ABCDEF (fig. iSg); 
si l'on voulait inscrire un polygone de douze côtes , il faudrait 
diviser les arcs AB,BC,. . . , en deux parties égales par les per- 
pendiculaires O V, OX, . . . , et j oindre ensiû te AV, VB , BX, etc. \. 
or il est bien évident que la surface du dodécagone sera com- 
posée de celle de l'hexagone,^ plus de celles des six triangles isos^ 
cèles éjsaux à AYB. 
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De même ^i Ton divisait les arcs AV 9 YB. . . en deux parties 
égales pour inscrire un polygone jde vingt-quatre côtés, on ver^ 
rait aisément que la sur{a<:e de ce dernier serait celle du do- 
décagone augmentée de douze petits triangles isoscèles ; ainsi 
de suite ; donc , dans le même cercle , la surface augmente en 
même temps que le nombre des côtés des polygones inscrits* 

La proposition est évidente aussi pour les périmètres , car 
onaAY+VB>AB. 

2^. Soit l'hexagone régulier circonscrit MNP. • « ; si , pour 
circonscrire un polygone d'un nombre de côtés double , on 
mène des tangentes aux milieux V^ X , etc. , des arcs AB, BG ^ 
etc. , elles détacheront de Thexagone donné six petits triangles 
tels que TNiS, en sorte que la surface du dodécagone sera plus 
petite que celle de Thexagone de la somme de ces six triangles. 

On verrait de même que la surface du dodécagone diminue-^ 
rait de douze petits triangles , pour arriver à celle du polygone 
circonscrit de vingt-quatre côtés ; donc les surfaces des poly-« 
gones circonscrits à un même cercle, diminuent à mesure 
que le nombre de leurs côtés augmente. 

Il en est de même pour les périmètres, car on aura cons^ 
tamment TS < TN + NS. 

THÉORÈME III. 

fjG, Le cercle est la limite des poljrgones inscrits et circons-^ 
crits. ' 

En effet, soit le cercle OV (fîg. iSg) ; supposons qu'on y 
inscrive et qu'on y circonscrive des polygones réguliers d'un 
même nombre de côtés ( un hexagone par exemple ) , et qu'en- 
suite on double successivement ce nombre , pour les deux po* 
lygones en même temps , de manière à obtenir des polygones, 
inscrits et circonscrits de 12, 249 4^« 96 , etc. 9 côtés. 

Dans cette série d'opérations, les surfaces successives des 
polygones inscrits iront continuellement en augmentant, mais 
quel que soit le nombre de ces opérations, ces surfaces reste-* 
roiit toujours plus petites que le cercle; car toujours il y aura 
entre chaque arc et sa corde un petit segment, et la somme de 
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ces seçinens sera l'excès dé la surface du cerde sur celle d» 
polygone, tandis que les sm^faces successives des polygone» 
circonscrils iront en diminuant de la même manière , tout en- 
restant continuellement plus grandes que le cercle de la'somme 
totale des petits espaces à peu près triangulaires, tels que BTK^ 

Si donc la snr&ce du polygone inscrit augmente constam- 
ment, sans jamais atteindre le cercle, et que celle du polygone 
circonscrit diminueconstamment, sans cesser d'être plus grande 
que ce même cercle, il est bien évident que les surfaces des 
deux polygones, qui vont en convergeant , tendent à se con- 
fondre avec celle du cercle, et qu'ainsi le cercle est la limite 
de ces polygones. 

Hais, rigoureusement parlant, la coincidende ne sera jamais 
par&ite , ou pour mieux dire, elle n'aura lieu qu'à l'infini. En 
effet, lorsque lespolygones auront une infinité de côtés, ces côtés 
seront infiniment petits , et les segmens intérieurs , ainsi que 
les petits espaces triangulaires extérieurs, dont nous ayons 
parlé, ne seront plus que des points appartenant à la circon- 
férence du cercle donné. Donc on peut dire que le cewele est 
unpo^gone dune infinité de côtés. 

Nous devons placer naturellement ici les polygones irrëgu- 
liers qui jouissent aussi de la propriété de pouvoir être inscrits, 
et circonscrits à un cercle. 

SV. — DE QUELQUES POLYGONES IRRÉGULIERS 
AUXQUELS IL EST POSSIBLE D'INSCRIRE ET DE 
CIRCONSCRIRE UN CERCLE. 

177. Il peut être quelquefois Utile d'inscrire ou de circons- 
crire un cercle à un polygone non régulier, et il importe alors 
de connaître dans quel cas cela est possible. 

D'abord il est bien évident qu'un cercle étant donné , oa 
peut toujours lui inscrire ou lui circonscrire un polygone d'an 
nombre quelconque de côtés , car il suffit de prendre au basard 
sur la circonférence de ce cercle , autant de points difiiéren» 
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qti^on veut donner de côtés à ee polygone, et de leg joindre 
ipar des cordes, ou de mener des tangentes par ces mêmes 

points. • 1 i_i rh 

Mais le problème inverse n'est pas toujours soluble. Occu- 
pons^nous de la recherche des diverses solutions qu'A peut 

*^*!"'^' THÉORÈME 1«. 

178. Un triangle quelconque étant donné, on peut toujours 
lui inscrire et lui circonscrire une circonférence. 

Nous avons vu (n* 127 ) que les droites qui divisent en deut 
parties égales les angles d'un triangle ABC (fig. 160) , concourent 
en un point O, également éloigné des trois côtés ; par conséquent 
si de ce centre on abaisse les perpendiculaires égales OM,ON, OP, 
et qu'on décrive une circonférence avec le rajonOM, les trois 
côté* du triangle seront des tangentes et le cercle sera inscrit. 
De même par les trois sommets A, B, C, on peut toujours 
faire passer une circonférence dont le centre C/ sera déterminé 
par les perpendiculaires élevées sur les milieux R,S, descôtés 
du triangle : ce sera le cercle circonscrit. 

ScoUel. Si le triangle donné était rectangle son hypoténuse 
serait le diamètre du cercle circonscrit ; car un angle droit doit 
être inscrit dans une demi-circonférence : ce qui prouve que le 
milieu de l'hypoténuse d'un triangle rectangle est également 
éloigné de ses trois sommets, et que chacune des perpendicu- 
laires élevées par les milieux des côtés de l'angle droit va 
couper l'hypoténuse en deux parties égales. 

ScoUe IL Si le triangle était équilatéral, le centre du cercle 
inscrit se confondrait avec celui du cercle circonscrit, car ce 
triangle serait régulier. 

THÉORÈME U. 

179. Le rayon du cercle circonscrit à un triangle équilaU- 
rai est double de celui du cercle inscrit. 

Soit le triangle équilatéral ABE (fig. 161), inscrivons et 
circonscrivons-y une circonférence dont le centre commun C 
sera celui dû triangle. 
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; Joignons ce centre à deux des sommets par les droites CA > 
CBy qui feront un angle AGB de 120®, ou le tiers de quatre angles 
droits ( tableau n*^ 171), et menons le rayon CD, qui sera per- 
pendiculaire à AB , et divisera ce côte' et l'angle ACB , chacun 
en deux parties égales ; car A6 est en même temps une tangente 
et une corde ^ et de plus le triangle ABC est isoscèle. 

1 20 
Ainsi TangleDCB = = 6o® sera donc Tangle au centre de 

rhexagone régulier inscrit y et laf corde DN le câte' de ce même 
hçxagone ; donc DN = CD = CN. Mais l'angle droit CDB > 
diminué de l'angle CDN, du triangle équilatéral donne pour 
différence NDB = 90» — 6o» a= 3o*>. 

D'un autre côté , le rayon CB divise Tangle B en deux par- 
. ties égales , et cet angle est celui du tiiangle équilatéral, ainsi 

angle CBD =: — =: 3o**; donc le triangle NDB est isoscèle, et 

par suite ND = NB = I^C. Ce qui démontre que CB = 2. CN. 
Corollaire. On voit par là que le rayon du cercle inscrit 
dans un triangle équilatéral est égal au tiers de la hauteur BP 
du triangle, et que celui du cercle circonscrit est les deux tiers 
de cette même hauteur. t. 

THÉORÈME m. 

180. On peut toujours ^circonscrire une circonférence à un 
rectangle donné. 

£n effet le point d'intersection O des deux diagonales d'an 
rectangle ABCD (fig. 162 ) se trouve à égale distance de ses 
quatre sommets ; ainsi., si de ce point , et d'un rayon égal à la 
demi-diagonale OA, on décrit une circonférence, elle sera cir- 
conscrite au rectangle donné. 

Réciproquement, si deux diamètres, AG, BD, se coupent 
au hasard, et qu'on joigne leurs extrémités, on formera un 
rectangle inscrit, car chacun de ses angles étant inscrit dans on 
demi-cercle sera droit. 

Ainsi les extrémités de. deux droites égales qui se coupent 
par leur milieu, sous un angle quelconque, déterminent ton* 
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jours un rectangle ; car elles peuvent être regar4^es comme 
deux diamètres d'un même cercle. 

THÉORÈME IV. 

i8i. Un quadrilathre symétrique rectangle est inscriptible 
dans un cercle. 

Si le quadrilatère sjmétrîqoe ABCD (fig. i63) a deux angles 
B et D droits, le milieu de la diagonale AG, hjpote'nusecom 
mune aux deux triangles rectangles AGB , ADG, sera également 
éloigné des quatre sommets A,B,G,-D (n^ 178), ce sera par con- 
quent le centre du cercle circonscrit qui aura pour rayon OA. 

THÉORÈME V. 

i8i. Tout qu0dnlathre dont lés angles opposés sont supplé- 
mentaires , est inscriptible, et réciproquement. 

Soit un quadrilatère ABGD (fig. 164), dans lequel on suppose 
que A +C=B+D=2 droits. Si par trois sommets A, B, G, on 
fait passer une circonfërence, elle passera aussi parle quatrième 
D , car, puisque 8+1^ = 2^ droits , ces deux angles doivent 
ayoir pour leur mesure une demi-circonfe'rence ; mais B étant 
un angle inscrit a pour mesure ^ arc ADG ; Tautre angle D , sup- 
plément de B, doit par conséquent avoir pour la sienne \ GBÂ; 
donc il faut que son sommet soît sur la circonféi^ence. 

Réciproquement, dans tout quadrilatère inscrit, la somme 
des angles opposés vaut toujours deux angles droits , car ils 
embrassent entre tous les deux la circonférence entière « ^ 

Scolie. Si d'un point quelconque pris dans un angle , on 
abaisse des perpendiculaires sur ses côtés , on formera un qua- 
drilatère inscriptible. 

THÉORÈME VI. 

1 83. Dans tout quadrilatère circonscrit à un cercle, les som- 
mes des côtés opposés , sont égales. 

Soit le quadrilatère circonscrit ABGD (fig. i65), si l'on tire les 
rayons 0M,OQ aux points de tangence, et que l'on joigne OA , 
on formera deux triangles rectangles égaux AMO, AQO, comme 
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ayant riiypolénnse commune et un côté égal OM ss OQ ; 
donc AM = AQ. On pirouyerait de même que BM= BN , que 
CP=CN et que DP=DQ. D'oi AM + BM + CP4.DP= AQ 
+ BN + CN+DQ, ou bien AB + DC = AD + BC. (La réci- 
proque est Traie. ) 

Corollaire I. Un losanjge est circonscriptible. 

Corollaire II . Il résulte de cette démonstration qu'un angle 
circonscrit A a son sommet également éloigné des deux points 
de tangence ^ c'est-à-dire que deux tangentes qui partent d'un 
point extérieur sont égales dans leurs parties comprises entre ce 
point et les points de tangence. 

THÉORÈME VU. 

184. Un trapèze symétrique est inscriptible dans un cercle. 

Soit le trapèze siymétrique ABCD ; par trois dé ses som&iets 
D, C, B ( fîg. 166 } , faisons passer une circonférence dont G 
sera le centre ; mais par suite de la propriété ( n*' iSg) , la per- 
pendiculaire MI7 passe par les milieux dés côtés AB et DG, et 
alors ce point O est tel, que OA = OB, c'est-à-dire que la cir- 
conférence indiquée passera aussi par le quatrième sommet A. 

D'ailleurs dans le trapèze les angles opposés sont supplémen- 
taires (n® 182). 

Réciproquement, deux cordes parallèles inégales détermbe- 
ront un trapèze symétrique inscrit, lorsqu'on joindra leurs 
extrémités. 
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CHAPITRE IIL 

DES FIGURES ÉQUIVALENTES 

ET DE LA MESURE DES SURFACES PLANES. 



i>. — DE L'ÉQUIVALENCE. 

iB5. Deux figures sont équivalentes lorsque , sans avoir la 
même forme /elles ont pourtant la même étendue. C'est ainsi 
l|a'un polygone de cinq côtés peut être équivalent à un poly- 
gone de doute, t'est-à-dire renfermer la même superficie. 
L'équivalence eit VigaUti en étendue. 

Nous allons rechercher dans ce paragraphe les propriétés au 
tnoyen desquelles nous pourrons recomialtre ^équivalence 
-dans les figures rectilignes. 

THÉORÈME 1*. 

186. 7\mt paratléhgramme est équivùlenl à ïin rectangle 
^e même base el de même hauteur. 

Soit le parallélogramme ABCD (fig. 167 à liSg), par les 
«xtrémilés A et B de sa base , élevons les perpendiculaires 
AG , BH qui iront rencontrer la base supérieure prolongée 
aux points 6 et H, et détermineront un rectangle ABBG, 
lequel aura même base AB et même hauteur AG que le pa- 
rallélogramme. Or, ce rectangle est équivalent au parallélo- 
gramme donné. 

( Les trois figures représentent toutes les positions que peu* 
Te&t prendre les' deux quadrilatères.) 

6 
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En effet, les deux triangles rectangles AGD, BHG sont 
égaux, car, à cause des parallèles, ils ont les angles et les 
côte's égaux chacun à chacun ; mais si de Ik figure totale ABGG 
ou retranche le triangle AGD ,• il restera le parallélogramme 
donné , tandis que si Ton en retranche le triangle BHG , on 
obtiendra pour reste le rectangle construit ; et comme les 
quantités retranchées sont égales , il faut que les restes soient 
aussi égaux : donc le parallélogramme ÂBCD et le rectangle 
ABHG ont même surface et sont équivalens. 

GoRottATBE. Deux parallélogrammes ABGD, ABNM (fig. 170) 
de même base et de même hauteur sont équivalens, car cha- 
cun d'eux serait équivalent au même rectangle ABHG, ainsi 
que le montre d'ailleurs la figure. 

THÉORÈME II. 

187. Tout triangle est équivalent à un rectangle construit 
sur sa base et sur la moitié de sa hauteur. 

Soit un triangle ABG (fig. 171). Par le iiiilieuM.de sa hau- 
teur AD , menons une perpendiculaire à cette hauteur , et par 
les extrémités B et G de sa base élevons d'autres perpendicu- 
laires à cette base , qui iront rencontrer .la première en G et H 
et détermineront le rectangle BGGH. Ge rectangle sera équi- 
valent au triangle ; car, pai suite de cette construction , les 
deux triangles rectangles GGP, AMP ont un côté égal,GG=AM, 
et les angles égaux ; donc ils sont égaux. Par la même raison, 
les deux triangles rectangles AMO et BBO sont aussi égaux. 

Or, si à la partie commune BGPO on ajoute la somme 
ÂAIO+ <^¥1^9 on aura le triangle donné ABG, et si on lui 
ajoute la somme BHO -|- GPG , on aura le rectangle BCGH , et 
comme AMO + AMP = BHO + GPG , le triangle et le rec- 
tangle seront égaux en surface , c'est«à<-dire équivalens. 

Go&oi,LAiRE« Deux triangles ABG, ABD (fig 17a) comprisentre 
deux parallèles qui ont des bases égales et des hauteurs égales, 
sont équivalens entre eux, puisque chacun d'eux est équivalent 
à un même rectangle ABNM , ainsi que l'indique la figure. 

Scolieé Nous avons déjà vu (n" i4g) qu'un parallélogramme 
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est divisible en deux triangles égaux, il est facile de s'assurer 
réciproquement qu'un triangle est la moitié d'un parallélo- 
gramme de même base et de même hauteur, car il suffit de 
mener par deux sommets A ^t G (6g. 173) du triangle ABC des 
parallèles respectives aux côtés opposés , et elles détermine- 
ront un parallélogramme ABGD double du triangle ABC , et 
ayant même base et même hauteur que lui. 

En second lieu, puisqu'un parallélogramme est équivalent 
à un rectangle de même base et de même hauteur , il en ré« 
suite qu'un triangle est la moitié d'un rectangle de même base 
et de même hauteur. ^ 

THÉORÈME III. 

188. T^ti trapèze est équivalent à un parallélogramme , et 
par suite à un rectangle qui aurait même hauteur, et dqnt la 
base serait égale à la demi^somme des bases du trçpkze. 

Soit le trapèze ABGD (fig. 1 74) 9 si par le milieu d'un denses 
c6téson mène une parallèle «GH à l'autre, on déterminera un 
parallélogramme AGHD équivalent an trapèze : car les deux 
triangles BOG, €0H ont par construction un côté ^al OB^tiiQC 
et à cause des parallèles, les angles égaux { donc ils sont égaux ; 
d'où HG = BG , et par conséquent DH =DC«^GBasa>&--BG, 

AG=:AB4"BG, et en ajoutant membre à membre 

DH •+• AGii=nC — BG-f- AB + BG ; ou bien en observant que 
Â«aaDH , et que— BG et +BG se détruisent , aDHzsDG+AB, 

d'où enfin DH = 5E:t^. 

Gela posé , si de la figure totale on retranche le triangle 
BOG, il reste le trapèze; et si au contraire on enlève le triangle 
GOH , on obtiendra le parallélogramme : donc le parallélo-* 
gramme et le*trapèze sont équivalons. 

D'ailleurs le parallélogramme DHGA est lui-même équiva- 
lent à un rectangle qui aurait même base et même hauteur : 
donc la proposition énoncée est complètement démontrée. 

Scolie. Si du point on mène une parallèle OL aux bases 
du trapèze, on aura OL =? DH , et L sera le milieu de AD, 

8.. 
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^ comme est le milieu de GH ; car, à cause des parallèlei 
GH=AD et OH=LD; maisOH=^GH, et alors on aura 
LDs I AD, Ainsi la ligne qui joint les milieux heiOdes 
côtés latéraux d'un trapèze est parallèle aux hases* et égak à 
leur demi-^somme. D'après cela , on peut dire qu'un trapèze est 
e'quivalent à un rectangle construit sur sa hauteur et sur k 
ligne qui joint les milieux de ses côtés non parallèles : cette 
ligne LO est appelée base moyenne du trapèze. 

THÉORÈME IV. 

189. Tout polygone peut être transformé en un triangle 
équivalent. 

Soit le polygone ABCDE ( fig. i yS ) , dans lequel on mènera 
des diagonales AD , AG. Si par le sommet B on tire BM paral- 
lèle à la diagonale AC, elle ira rencontrer le prolongement de 
DC en M) ef si l'on joint AM , les deux triangles ABC, AMG 
qui ont même base AG et même hauteur 9 puisque ]evtn som- 
mets B et M sont sur une même parallèle à la base , seront 
équivalens (n^ 187)* Ainsi l'on pourra remplacer lepriemier 
par le second, ce qui fera disparaître le sommet B. 

De mélne , en faisant une construction analogue pour le 
triangle AED , on le remplacera par son équivalent AND, et 
alors 01» aura le triangle AMN équivalent au pentagone donne'. 

Quel que soit le nombre des côtés du polygone , on pourrait 
répéter la construction ci*dessus un assez grand nombre de 
fois pour arriver à un triangle équivalent : donc le théorème 
est général. 

On pourrait aussi réciproquement transformer un triangle 
en un polygone équivalent d'un nombre de côtés donné. 

THÉORÈME V, 

igo. Les deux diagonales d'un parallélogramme le divisent 
en quatre triangles équivalens entre eux. 

Nous avons déjà vu (n** i5o) (fig. 182) que ces quatre 
triangles partiels sont égaux deux à deux ; il suffit donc de 
prouver que AOD,DOG, sont équivalens. En effet, puisque 
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est le milieu AO, ces deux triangles ont des bases égales 
AO=OG j et puisque leurs sommets sont au même point D, 
ils auront aussi même hauteur, car il n'y a qu'une seule 
perpendiculaire possible du point D sur AG : donc ces deux 
triangles sont e'quivalens , et par conséquent ton» les quatre 
le sont aussi. 

THÉORÈME VI. 

igi. La droite qui joint le milieu de F hypoténuse étun 
triangle rectangle au sommet de l'angle droit, divise ce 
triangle en deux triangles isoschles équis^alens. 

En effet , le milieu M (fig. 1 76) de l'hypoténuse du triangle 
rcfctangle ABC (n® 178) est à égale distance de ses trois som- 
mets; donc MAr=MB=MGy et ainsi les triangles AMB, 
AMGsont isoscèles. De plus, ik sont équivalens, car en pre- 
nant MB et MG pour leurs bases , ils auront même base et 
même hauteur AD. 

Si le triangle était isoscèle rectangle, les deux triangles 
partiels seraient rectangles et égaux, 

THÉORÈME Vil. 

iga. Le carré construit sur la somme de deux lignes est 
équivalent à la somme des carrés de chacune d'elles , aug-^ 
meniée de deux fois le rectangle construit sur ces deux lignes. 

Soient M et N ( fig. 177 ) les deux lignes données. Prenons, 
sur une droite ,'ABs=N et BD = M; alors AD=M4-N. Sur 
AD construisons le carré ADGG, ensuite prenons AH =AB, 
et par les points H et B menons des perpendiculaires respec* 
ûves HL , BP qui se couperont en , et diviseront le carré 
total en quatre parties. 

La première AfiOH est le carré de N, puisque AB=AH=N. 

La seconde OLGP, est le carré de M , car 0P=0L=6D=M[« 
Enfin , les deux autres BDLO et HOP(t , sont deux rectangles 
égaux ayant chacun pour base HO =B0 =.N et pour hautaur 
OP = CL ^ M , ce qui démontre la proposition énoncée ; on ' 
Vindique delà manière suivante : (N+M)'=;N*4-M^-f2NxM. 
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Si les lignes étaient égales, le carré total contiendrait 
quatre fois le carré de l'une d'elles. 

THÉORÈME VIII. 

igS. hc carré, consimil sur la différence de deux lignes est 
équivalent à la somme des carrés de chacune d'elles, diminuée 
de deux fois lé rectangle construit sur ces deux lignes. 

Soient N et M (fig. 178) les deux lignes données : prenons 
sur une droite une longueur AB=N la plus grande , et portons 
de B vers A une longueur BD =H , alors AD = N — M. Sur AB 
construisons un carré ABSR et sur BD construisons up carré 
BDHG , ensuite prenons AP s= AD, menons PQ parallèle à AB, 
et prolongeons HD jusqu'à sa rencontre avec PQ. 

D'après cette construction , la figure totale ADHGSR est la 
somme des cairrés de N et de M ; mais ADOP est le carré de la 
différence N — M=AD , et les deux triangles rectangles PQSR 
et OQGH , ont chacun pour base N , et pour hauteur M : car, 
pour le premier , PQ= AB = N et PR=DB=M ; et pour le 
second DH=DB, et DO = DA, d'où H0=: AB = N, et 
flG = DB = M. 

Or, si de la somme totale on retranche les deux rectangles 
PQSR et HOQG , il restera le carré ADOP = ( N— M)% ce qui 
démontre le théorème énoncé , qu'on exprime par la formule 
(N— M)- = N^ + M>— aNxM. 

THÉORÈME IX. 

194. Le rectangle construit sur la somme et la dijfférence 
^de deux lignes est équivalent à la différence de leurs carrés. 

Soient les deux lignes données N et M (fig. 179). Prenons 
sur une droite indéfinie AB = N,BD=:M> et construisons 
sur AB le carré ABGH , ensuite prenons GS= CR ==M, élerons 
SP perpendiculaire à BG, et achevons le petit carré GRQS ; 
enfin élevons encore la perpendiculaire DT , qui rencontrera 
PS en T. 

D'après cela , le rectangle ADTP aura pour base ADssN-f-M, 
et pour hauteur AP^AH — HP=:N — M. Or, ce rectangle est 
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équivalent à la dififérence des deux carrés ABGH et GSQR , qui 
sont ceux de N et de M. En effet , cette différence est la figure 
HBSQRH , qui est composée d'une partie ABSP, appartenant 
au rectangle, et d'une autre partie PQRH ; mais PQRH est 
égal à BDTS; car ce sont deux rectangles qui ont des bases 
égales RH = SB y et même hauteur RQ = BD. On peut donc 
remplacer le premier par le second , et Ton aura le rectangle 
ADTP , équivalent à la différence des deux carrés ; ce qui 
s'exprime ainsi : (N +M)(N — M ) c=5 N'» — M\ 

THÉORÈME X. 

195. Le carré construit sur V hypoténuse dtun triangle rec^ 
tangle est équivalent à la somme des carrés construits sur les 
autres côtés.- 

Soit le triangle BAC (fig. 180) rectangle en A : construisons 
des carrés sur chacun de ses côtés , et du sommet A abaissons 
la perpendiculairet AD sur Fhypoténuse. Cette ligne étant 
prolongée divisera le carré BRPC en deux rectangles DR , DP. 
Or^ il s'agit de prouver que le rectangle DR est équivalent 
au carré adjacent AG , et que l'autre DP est équivalent à AH. 

Pour cela y menons les diagonales AR, GG, qui détermi«- 
neront deux triangles égaux ARB, GGB , car l'angle ABRosGBC, 
comme formés d'un angle droit et de l'angle cominuin ABC, 
et de plus BCssBR et BG=:BA, comme c6tés de même 
carré. 

Mais le triangle ABR ayant même base BR et même hau- 
teur BD que le rectangle BDSR , est la moitié de ce rectangle ; 
de même le triangle GBC ayant même base BG et même hau- 
teur BA que le carré ^BANG, est la moitié de ce carré. Or, 
puisque les triangles sont égaux , il s'ensuit que le rectangle 
BDSR est équivalent au carré BANG. 

On prouverait de même que lé rectangle DSPC est équiva- 
lent au carré CAQH : donc la somme des deux rectangles, ou 
bien le carré de l'hypoténuse , est égaf & la somme des carrés 
des deux côtés qui comprennent Tangle droit. 

Corollaire i. Dans un triangle rectangle , le carré d'un des 
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côtés de l'atngle droit est égal à la différence qui existe entre 

le carré de Thypoténuse et celui de l'autre côté. 

CoRoUiAiRE 2^. Si le triangle rectangle était iaoscèle , le carré 
de l'hypoténuse serait double de celui d'un des autres côtés. 
Ainsi soit un carré ABGD (fig. 1 8 1 ) et AG sa diagonale, le triaikgle 

rectangle ÀBG donnera AG s AB + BG ^ 2 . AB : donc le carré 
construit sur la diagonale d'un carré donné est double de ce 
carré. On peut d'&iUeurs rendre cela sensible, en construisant 
ce carré, et observant qu'il contiendra huit triangles rectan- 
gles égaux I dont quatre remplissent le carré donné. 
On peut donc poser la proportion 

AG*: AB*:: 2 : 1, 

et par conséquent en extrayant la racine de chaque terme 

AC : AB :: 1/2": i,^ 

ce qui proaye que le rapport de la longueur de ht diagonale 
d'un carré à celle de son côté est la racine carrée de deux i 
et comme cette racine est incommensurable , il en résulte que 
la diagonale et le côté dun carré sont deux lignes qui ne 
peuifôntpas avoir de commune mesure^ 

Corollaire 3. La somme des carrés des deux diagonales 
d'un rectangle est égale à la somme des carrés de ses quatre 
côtés. 

THÉORÈME XI. 

196. Dans m triangle quelconque, lé carré construit sur le 
côté opposé à un angle aigu est équivalent à la somme des 
carrés des deux autres côtés,, diminuée du double rectangle 
construit avec Fun de ces côtés et la projection de P autre sur 
eislui'ci. 

Soit le triangle ABG ( fig. 182 ) , dans lequel l'angle A est 
aigu. Par un des deux autres sommets , par exemple G , abais- 
sons une perpendiculaire GD sur le côté opposé , et nous 
{ormerons un triangle rectangle GDB, dont l'hypoténuse CB 
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sera le côté opposé à l'angle donné A. Or , nous aurons 
d'abord ^^ 

CB*= CdV DB* 

mais il s'agit de transformer cette valeur de C F pour Tavoir • 
en fonction des deux autres côtés AG, AB. Pour cela obser- 
vons que DB = AB — AD, et que par suite (n"* igS) le carré 
de la différence DB sera 

DB*= ÂB'+ ad*— a.AB X AD; 

En remplaçant dans Tégalité ci-dessus DB par cette valeur^ 
nous aurons 

CRz= CD 4- AB + AD*— a.AB X AD; 

mais le triangle rectangle CAD donne CD-^ADssAC, et 
alors la valeur de CB devint 

CB*r^ Ib^+ AC — a.AB X AD. 

Ce qui démontre le théorème énoncé , car AD est la projec- 
tion de AG sur AB. 

Si le triangle donné avait un angle obtus A, et que Ton 
considérât Tangle B , la projection du côté CB sur BA se- 
rait BD. 

THÉORÈME XII. 

197. Dans un triangle bbtusangle , le carré commit sur 
le côté opposé à t angle obtus est équisfàlent à la somme 
des carrés des deux autres côtés, augmentée du double rec^ 
tangle construit avec un de ces côtés et la projection de 
Foutre sur celui-ci. * 

Soit le triangle ABC (fig. i83) dans lequel Tangle A est 
obtus. Par le. sommet G abaissons la perpendiculaire CD , pour 
former le triangle rectangle GDB , dont l'hypoténuse sera le 
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côté opposé à l'angle obtus A j et qui donnent 

CB*= cdV vb! 

Mais, comme ci^dessus, transformons cette valeur. Pour 
cela I obseryons que BD sss BA + AD , et qu'alors 

BD ssIb -h ad + a.AB X AD, 
par conséquent» 

CB*= Cd'+ AB*+ AD'+ 2.AB X AD. 

Mais le triangle rectangle AGD donne CD 4- AD s= AG ; donc 
enfin 

CB*= AB*+ ÂC*4- a.AB X AD. 

On voit donc que lorsque dans un triangle un angle n'est 
pas droit, le barré du côté opposé n'est pas égal à la somme 
des carrés des deux autres côtés, et qu'il est plus grand oa 
plus petit, selon que l'angle est obtus ou aigu ; par conséquent 
il n'y a que le triangle rectangle qui jouisse de la propriété 
du numéiH> igS ; ce qui démontre la réciproque de ce théo- 
rème. 

Scelle. On peut reconnaître si un triangle est rectangle dès 
qu'on a la longueur de ses trois côtés. 

THÉORÈME Xm. 

198. Si dans un triangle quelconque on mène une ligne du 
sommet au milieu de la base , la somme des carrés des côtés 
adjacens au sommet sera égale au double carré de cette ligne, 
plus au double varré de la demi^^tase. 

Soit un triangle ABC (fig. 184). Du milieu de labase, menons 

la ligne AD au sommet , et de ce sommet abaissons la perpen* 

» diculaire AP qui déterminera la projection PD de AD sur BC. 

Cela posé , le triangle partiel ADB dont l'angle D est aiga, 

donnera 

AB'= ÂdV DB*— 2.DB X DP. 
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£t le triangle ÂDC dont l'angle D est obtus donnera 

iC*= AdV DC + a.DC X DP. 

Si Ton ajoute ces deux valeurs , en observant que DCbdDB, 
et que les deux derniers termes étant égaux et de signes con- 
traires doivent se détruire , nous aurons 

TbVacV= a.AD + a.DC* 

Co£otLAiR£. Pobque dans un parallélogramme ABCD 
(fig. i32) les diagonales se coupent eu parties ^[ales, on 
pourra appliquer le théorème ci-dessus à chacun des deux, 
triangles égaux que détermine une d'elles; ainsi le triangle 

ADC donnera AD + DC = a 7ÂD + a . OD , et le triangle ABC 

donnera BcVbA= a.OG + a.ÔB. 

En ajoutant et observant que AOsssOC, OB = OD, on 

aura "ÏD + DC +BcV BÂ*= 4 fïO + 4 . Ôd! 

Mais quatre fois le carré de AO , c'est le carré de BD ; donc 
on peut dire que dans un parallélogramme , la somme des 
carrés des deux diagonales est égale à la somme des carnés 
des quatre côtés, 

PROBLÈMES. 

Avant d'aller plus loin, appliquons ces principes à quelques 
problèmes. 

PROBLÈME I«. 

. 199. Transformer un triangle en un triangle rectangle 
équis^alent. ^ 

Par le sommet A (fi^. 18S) du triangle donné ABC , menez 
une parallèle à la base BG , et par le point *B élevez une per- 
pendiculaire BA' qui rencontrera A A'- en A'^ enfin, joignez ' 
A C, et A'BC sera rectangle et équivalent à ABC, car ils au- 
ront même base et même hauteur. 
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PROBLÈME U. 

aoo. Transformer un quadrilatkre donné en un triangie 
équwalent. 

On peut y en général , résoudre ce problème par un procédé 
analogue à celiy indiqué pour transformer un polygone quel- 
conque en un triangle équivalent ( n^ 189) ; mais l'opération 
peut être simplifiée , lorsque le quadrilatère est un parallélo- 
gramme ou un trapèze; ainsi, 

1*. Transformer le paraUélogramme ABCD en un triangle 
équivalent. Pour cela , prenez le milieu d'un des côtés DG 
du parallélogramme, et par le sommet B et ce point , menez 
une droite qui ira rencontrer le prolongement de AD en G. 
Ije triangle GAB sera équivalent au parallélogramme donné, 
car les deux, triangles GDO^ OBC sont égaux , comme ayant 
les angles égaux et un côté égal DO = OC. 

On opérerait de même pour un rectangle ou un carré. 

a® Transformer le trapèze ABCD (fig. 187) en un triangle 
équivalent. On pourrait d'abord le transformer en un paral- 
lélogramme et ensuite en un triangle ; mais on peut aussi le 
faire directement , en menant par le milieu et le sommet 
opposé D , une ligne qui rencontre le prolongement de la base 
en G, etDAG sera le triangle demandé;, car DOC = BOG| 
comme ayant un côté et les angles égaux. 

PROBLÈME m. 

101. TYansformer un triangle donné en un parallélo^ 
gramme ou en un trapèze équivalent. 

Soit le triangle ABC (fig. 188). Par le sommet A menez une 
parallèle à la base, et ensuite par le milieu conduisez une 
parallèle MN àAG, et vous aurez le parallélogramme équi- 
valent ANMC ; ou bien al^aissez la perpendiculaire GD, et vous 
aurez le trapèze équivalent GDCA. 

On pourrait du parallélogramme faire un rectangle, el 
Ton aurait transformé le triangle en un rectangle équivalent. 
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PROBLÈME IV. 

102. Troui>er un parallélogramme équivalent à un qùa^^ 
lirilatère donné. 

Soit le quadrilatère ABCA (fig. i8g) : de chacun de set sam- 
înets, menons des parallèles respectives aux diagonales; et 
nous déterminerons un parallélogramme 6H0P double du 
quadrilatère ; car les triangles ADG , ABC sont les moitiés res«> 
f ectiyes des deux parallélogrammes partiels APOG , AGHG, 
dont la réunion forme le grand GROP. 

Si donc par le milieu M de GH on mène une parallèle MN 
à GP y on divisera GHOP en deux parallélogrammes égaux, et 
Tun deux , GMNP moitié du grand , sera équivalent au qua- ' 
drilatère donné. 

PROBLÈME V. 

203. Faire un carré double ittin carré donné, ou bien égal 
à sa moitié. 

Soit ABCD (fig. tgo) le carré donné : menons les deux dia« 
gonales AC , BD ; il est bien évident que le carré construit 
sur la diagonale entière sera double du carré donné, puisque 
le triangle ABC est rectangle et isoscèle , et que le carré 
construit sur la moitié AO de cette diagonale sera la moitié du 
carré doqné, car le triangle AOB est aussi rectangle et isoscèle. 

PROBLÈME VI. 

204. TVous^er un carré équivalent à la somme de deux , 
trois, quatre, etc.... , carrés donnés. 

Soient les carrés donnés M, N, P (fig. 191 ) : faites un 
angle droit A, sur ses côtés prenez des longueurs AB = <z6, 
et AC=:c^, et menez Fhypoténuse CB, dont le carre sera 
égala P+N ; élevez encore une perpendiculaire CD à Tune des 
extrémités de CB , prenez CD =^Â , et l'bypoténuse BD sera 
le côté du carré équivalent aux trois carrés donnés P, N, M, 
et ainsi de suite. 
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PROBLÈME VU. . 

ao5. Trouver un carré équivalent à la différence de deux 
carrés donnés. 

Soient les deux carrés M, N (lig. igi). Faites un angle 
droif A, prenez AB égpl an côté du plus petit caraé tf, et du 
pmnï B, avee une ourertinre de compas égale an c^té du plus 
gfand M ^ décriTes un arc qui coupera l'autre c6té de Fangle 
droit en G y et AG sera le côté, du carré cherché , car... 

AC = CB — ÂB*=: M — N. 

PROBLÈME YIII. 

ao6. Diviser un triangle en deux, trois, etc.. , parties 
équivalentes entre elles. 

Soit le triangle donné ABG (fig. igS). Le procédé le plus 
simple consiste à diviser la base BC en autant de parties égales 
qu'on veut obtenir de triangles partiels , et à joindre les points 
de division au sommet A. Ainsi, par exemple , si nous divisons 
BC en trois parties égales, et que nous menions les lignes AM, 
AN aux points de division M et N, nous aurons les trois trian- 
gles ABM y AMN, ANC équivalens» comme ayant même base 
et même hauteur. 

PROBLÈME IX. 

207. Diviser un triangle en deux, quatre, huit, etc..., 
parties équivalentes , par des lignes partant du milieu de la 
base , ainsi qu'en trois , six , dquze , etc. ... , parties. 

I®. Soit le triangle ABC (fig. 194)* Si Ton joint son som- 
met A au milieu M de sa base , on le divisera en deux parties 
équivalentes AMB , AMC ; et si l'on fait la même chose pour 
chaque partie en menant les lignes MD , MG , aux milieux des 
autres côtés , on l'aura divisé en quatre parties équivalentes. 
Enfin , en continuant ainsi , on le diviserait en huit , seize, etc. 

2**. Soit le triangle ABC (fig. igS). Partageons-le d'abord 
en deux parties équivalentes par la droite AM , ensuite divi* 
sons chacun des côtés AB , AC en trois parties égales , et me* 
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nons les lignes MO, MN, MP, MQ qui détermineront six 
triangles équivalens. 

Si l'on réunit ces triangles deux à deux , on verra que MN 
et MQ divisent le triangle donné en trois parties BMN, MNPA, 
PMG équivalentes ; et en opérant au contraire sur chacun des 
six triangles, conune nous Favons dit ci^-^essus, on formera 
succeaaivement ta, 249 ^^^* 9 parties, équivalentes entre eUes. 

PROBLÈME X. 

208. Diviser un trapèze en deux- partie* équii^lenles par 
un point M donné sur une de ses bases. 

Soit un trapèze ABCD (fig. 196).' Et supposons q«ie le point 
donné soit M; par ce point et par le milieu de la base 
moyenne PQ menons la droite MN qui divisera^ le trapèze 
en deux autres* ANMD, NBGM, équivalens, car ils auront 
même hauteur et même base ,' puisque OP =r OQ* 

S II. — DR LA MESURE DES SURFACES PLANES. 

209. Pour mesurer une quautité , il faut tl rapporter à uûe 
autre qiumtité de la même* espèce prise pour unité* Ainsi 
Tunité de surface devra être une surfece connue et déterminée 
d'avance. Le choix de cette unité est tout*-à«-fait ari>itraire ; 
mais on a donné la préférence au carré, comme plus simple 
et plus commode que toute autre figure, et pour se conformer 
au système inetrique , on a fixé la longueur de son côté à un 
luètre : ainsi Tunité de superficie est le mhtre carré. 

. Par conséquent^ mesurer une surface c'est chercher le rap^ 
port qui existe entre rétendue de cette surface et celle du 
mètre carré. Occupons-nous donc de cette recherche* 

Nous venons de voir dans le paragraphe 'préfcédent, que 
tout polygone peut être ramené en un triangle équivalent , et 
tout triangle en un nectangle; «ainsi,, dès que nous saurons 
. raenirer un rectangle , il nous sera facile de mesurer un poly-» 
gone quelconque : or , la mesure des rectangles est basée sur 
les deux théorèmes suivans. 



Digitized 



by Google 



-^ 



19.8 COURS DE GÉOMÉTRIE. 

THÉORÈME Pf. 

lio. Les surfaces de deux rectangles qui ont même hàU" 
teur scniproporUonnelî^s û leurs bases. 

Il est évident d'abord que deux rectangles qui auraieni 
même base et même hauteur seraient égaux , car étaut ap- 
]diqués Tua sur l'autre, ils coïncideraient nécessairement. 
De même si un rectangle ayant une hauteur égale à celle 
d'un autre rectangle avait une base double , tnple , etc. , 
de celk de ce dernier, sa surface serait aussi double , 
triple ; etc.... Cela posé r 

Siles deux rectiuigles ASCD, MNPQ (6jg. 197) ont même hau- 
teur AD^MQ, je dis qu'ils seront proportionnels k leurs bases 
AB, MN. Pour le prouver» opérons ici comune nous l'avons 
fait pour les angles ; portons la petite base MN sur la grande 
AB autant de fois qu'elle pourri y être contenue > par exemple 
deux fois plus le reste RB ; par les points de division G et R 
élevons des perpendiculaires GH et RS, q\4 diviseront le 
grand rectangle en deux autres AGHD, GRSn égaux à MNPQ^ 
plus un reste RBCS < MNPQ ; ensuite portons pareillement 
la base RB de ce reste sur MN pour obtenir un second reste 
NY moindre que RB^ et continuons ainsi jusqu'à ce que nous 
arrivions à on reste qui soit contenu un nombre exact de fois 
dans le précédent , auquel cas ce sera la commune mesure 
des deux bases AB et MN. 

Mais en ayant soin à chaque opération partielle d'élever 
des perpendiculaires par tous les points de division, pour 
produire sur les surfaces la même série de subdivisions que 
celles qu'éprouveront les bases, nous obtiendrons pour corn-» 
mune mesure des rectangles proposés un petit rectangle qui. 
aura même hauteur qu'eux , et dont la base sera la comaiane 
mesure de leurs bases. 

Or, la marche de l'opératioa ci->dessus indique évidemment 
que cette unité de sur&ce sera contenue, dans chaque rectan- 
gle, autant de fois que l'unité linéaire le sera dans sa base ; et 
qu'ainsi les surfaces sont proportionnelles aux bases. Déplus, 
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les quotiens et les restes successifs obtenus dans cette opérar 
tion seront toujours, pour les surfaces, les mêmes que les 
hases, soit qfi'elles soient commensurables ou incommensura- 
bles; ainsi, dans tous les cas, nous aurons 

ABGB : MNPQ :: AB : MN. 

Corollaire. Comme un côté quelconque d'un rectangle pieut 

être pris pour base, il résulte de la proposition ci-*dessus , que 

deux rectangles de mêiiie base sont proportionnels à leurs tou« 

teuTS. 

THÉORÈME II. 

211. Les surfaces de deux rectangles quelconques sont prO" 
porlionnelles aux produits de leurs bases par leurs hauteurs. 

Soient deux rectangles quelconques ABCD (Gg. 198), ANQP; 
plaçons-les Tun sur l'autre, (}e manière qu'ils aient un angle 
commun A, ainsi que l'indique la 6gure, alors leurs côtés pro- 
longés , s'il le faut , se couperont en G, et nous obtiendrons 
ainsi un troisième rectangle qui aura une dimension commune 
à cbacun des deux donnés , et qui pourra leur être comparé 
tour à tour. En effet: 

Les deux rectangles ABCD , ABOP, ont même base AB et 
sont (n® 210) proportionnels à leurs hauteurs AD, AP; ainsi 
nous aurons la proportion 

ABCD : ABOP :: AD : ap. 

ï)e même les deux rectangles ABOP, ANQP, qui ont même 
hauteur BO=NQsont proportionnels à leurs bases, et don- 
nent 

ABOP : ANQP :: AB : an. 

Maintenant, multiplions ces deux proportions terme à 
terme, en supprimant le facteur ABOP commun aux termes du 
premier rapport, et nous aurons 

ABCD : ANQP :: ab x ad : an x ap. 

Ce qui démontre que les produits respectifs obtenus en mul- 

9 
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tîpliant la base par la hauteur de chaque rectaqgle aoot danU 
le même rapport que les surfaces de ces rectangles. 

GeROLLAiRE. Par conséquent , dès que Tom connattra la lon- 
gueur linéaire des dimenstcms de deux recUBgles quelconques» 
on pourra avoir le rapport exact de leur étendue en faisant les 
produits de ces dimensions et divisant l'un par Fautre. 

Ainsi > par exemple, supposons qu'après avoir mesuré les 
bases et les hauteurs des deux rectangles ABCD, ANQP, on ait 
trouvé ABsTsia*", AD=ïo'", et AN=r 14", AP=7, alors on 
aurait pour l'un 12X10 = lao, et pour l'autre i4x 7=98; 
en sorte que les rectangles seraient entre eux :: 120 : 98) 
c'est-à-dire que le plus petit serait les -^ de l'autre. Par 
conséquent , dès que l'un sera connu , on obtiendra de suite 
l'auti^e. 

212. Maintenant, si nous comparons un rectangle ABGD 
(Gg. igg) à un carré €d}cd^ dont le côté ab soit l'unité linéaire, 
nous aurons toujours la proportion 

ABDD : ahcd\\ AB X AD : n^ X «rf, 

ou bien ABCD ! i :: ABx AD : i, 

d'où ABCD = ABxAa 

Ce qui prouve que le produit de la base par la hauteur dTuH 
rectangle est la mesure de ce rectangle. 

Ce produit exprime Vaire on la, superficie de ce rectangle, 
c'est-à-dire le nombre de fois que son étendue peut contenir 
celle du mètre carré. 

Au reste , on peut rendre cela sensible par une construction 
bien simple : 

Si l'on porte l'unité linéaire ab sur la base. AB et sur la hau- 
teur AD du rectangle ABGD, et que l'on trouve^ par exemple^ 
AB = 1 1 et AD = 5 ; si , par les points de: division , on mène 
des parallèles respectives à AB età AD, elles diviseront la sur- 
face totale en petits carrés égaux à l'unité abcd, et le nombre * 
de ces carrés sera la mesure du rectangle ABCD ; or, puisque 
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la base contient onze divisions ^ il y aura d'abor4 w^s rangée 
de onze petits carrés place's sur la longueur de c^tte b^çe ,Mn4is 
chaque division de la hauteur AD donnera une rangée pareille 
de Onze carrés , en sorte que nous aurons 5 X i i ^ ^5 petits 
caril'és égaux à Tunité ; donc , enfin , le produit dé la base par 
la hauteur d'un rectàiiglè donne le nombre d'unités dé surface 
-contenues dans sa àùpërficié , et par conséquent la meisuré de 
«e rectangle. 

Une chose à observer, c'est que Punité de surfisuçe df pend de 
l'unité linéaire , et que ces deux unités sont liées ^ntre elles 
d'une manière invariable. 

Ainsi , quand om mesure les deux dimenâons 4"^^ ^f ^^nglt 
aVec le mètre et quVn fait le produit des nombres trouves, qu 
obtient le nombre de mètres carrés contenus dans ce rectaifigle; 
tandis que , si Ton avait mesuré ces deux dimensions avec le 
pied, on aurait obtenu , pour sa mesure, le nombre de pieds 
carrés que sa surface peut contenir. Ainsi donc , il fatit tou«> 
jours désigner 1^ mesure que Ton a employée; mais, comme 
nous Pavons dit , le mètre étant l'unité adoptéç efi France, il 
convient de s'en servir exclusivement, d'autant plus qus.soa 
«mploi est en harmonieaveç notre système de numération, 

B'aiUeurs, quand on a la mesure d'on rectangle estimée 
"d'après une certaine unité , il est facile d« la rapporter è.une 
autre en la multipliant par le rapport qui exista entve les 9ur«- 
fatces des deux unités ; ainsi ^ supposons que la surface 4'ua 
tectangle ait été trouvée de i36 toises carrées, et qutf Von 
veuille savoir le nombre de mètres carrés qu'elle peut conte- 
nir, on dira ^ puisque la toise linéaire vaut i"*9 949t la toise 
'carrée vaudra i**,949X i"',949:==^*398 mètres oirrés, et par 
conséquent les 1 36 toises carrées vaudront 1 36 X 3 , 8 =&s 5 16 , 8 
mètres carrés. . 

De même, si un rectangle avait 55 mètres carrés de surface, 
et qu'on demandât le nombre de décimètres carré» qu'il peut 
contenir, on observerait qu'un mètre linéaire vadant dix déci- 
mètres, I mètre carré vaudra loo décimé tre^ carrés^, , en sorte 
t|ii'îl faudra multiplier 55 {Nir lOo punit avptt le nombipe de 

9- 
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décimètres contenus dans le rectangle donné; ce sera donc 

55oo décimètres carrés. 

21 3. Par suite de la propriété ci-dessus, on donne souvent 
le nom de rectangle au produit de deux nombres abstraits; 
ainsi , puisque 7 X 5 == 35 , 35 est le rectangle des deux nom* 
bres 7 et 5. De même Ax B est dit le rectangle des quantités 
A et B. 

2i4* Lorsqu'on multiplie une quantité par elle-mêitae, le 
«produit porte le nom de carré, parce qu'en effet ce produit 
serait la mesure d'un rectangle qui aurait la base égale à la 
batiteur, c'est*à-dire d'un carré ; ainsi 16 est le carré de 4 9 
parce que 4 X 4= '6 ; de même A* est le carré de A. 

On peut, par une construction géométrique, rendre palpa- 
ble la forinatiota de la table des nombres carrés. 

Soient deux lignes à angle droit AX, AT (fig. 200), prenons 
successivement des longueurs AB •= AD = ï, AB' = AD' = 2, 
AB*3=rAD*==3, etc..,.., et formons les carrés successif 
ABND, AB'N'D, AB^N'D", etc. Le premier sera l'unité de surface 
«t les autres seront saccessivement 4 fois, 9 fois, 16 fois, etc., 
plus grands ; en sorte que les basés croissant comme les nom- 
bYes 1,2, 3, 4' 5, 6, 7, 8, 9, 10 , les surfaces croissent comme 
les carrés t, 4 9 9* 16, 25, 36, 49» 64, 81, 100. 

Ainsi les nombres. i, 4» 9» 16..., 100, etc., sont appelés 
icarrés , parce qu'ils expriment' les divers nombres de petits 
carrée égaux qu'il ftiut réunir les uns à côté des autres pour 
former un 'carré parfait. 

Maintenant que nous savons mesurer les rectangles, cher-** 
cbôns la mesure de tous les polygones en général. 

THÉORÈME m. 

. 2i5. U mire. ^ un parallélogramme s'obtient en multipliant 
sa base par sa hauteur, 

. Soit le parallélogramme ABCD^ nous avons vu qu'il est équi- 
vaieojt à un rectangle ABI4M (fig. 201) qui aurait même base et 
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même hauteur que lui; par conséquent, la mesure du paraUëlo- 
gramme doit être la même que celle du rectangle. Or, celle de 
ce dernier s'obtient en multipliant AB par AM : donc AB X AM 
est aussi la mesure du parallélogramme. 
. Pour rendre d'ailleurs cela très sensible, divisons la base 
AB et la hauteur AM, en partie;» égales à l'unité, Unéaiirex et 
menons des parallèles respectives pour décoinposer le rectan- 
gle en petits carrés égaux à l'unité de surface ; le nombre de 
ces carrés sera sa mesure. Mais comme le triangle AMD est égal 
«u triangle BNC, tous les carrés et fractions de carrés conte- 
nus dans AMD pourraient recouvrir exactement BNG , et le 
parallélogramme renfermerait précisément toutes les unités de 
surface dont se compose l'aire du rectangle ^ donc enfin le ftjo* 
duit de la base par la hauteur d'un parallélogramme indique 
le nombre d'unités contenues dans sai surface, et donne la me^ 
sure de ce parallélogramme. 

Corollaire. Deux parallélogrammes dç même base sont entre 
eux comme leurs hautei^rs. 

THÉORÈME IV. 

216. Vaire dun triangle s^ obtient en multipliant sa base . 
par la moitié de sa hauteur. 

Soit le triangle ABC (fig. aoi) ; ce triangle est équivalent à 
un rectangle BGMN construit sur sa base BÇ çt sur la moitié 
DO de sa hauteur AD ; ainsi la mesure du triangle doit être 
la même que celle du rectangle, c'est-à-dire BC X DO. 

En effet, si l'on divise le rectangle BCIJ^M en petits carrés 
égaux à l'unité de surface , le triangle partiel GMP contiendra 
un certain nombre de ces carrés et fractions de carrés , qui 
pourront entrer exactement dans son égal AOP ; de même les 
carrés et fractions de carrés renfermés dans le triangle. BQN 
rempliront exactement son égal AOQ ; donc le triangle total 
A-BG contient précisément le même nombre d'unités de sur-i 
face, que le rectangle construit sur sa base et sur sa demi*hau- 
teur ; ainsi le produit de la base par la moitié de la hauteur 
4'\in triangle exprime la mesure de ce triangle. 



Digitized 



by Google 



1Î4 œURS DE GÉOMÉTRIE. 

ScôUe. On pMt énoncer ce théorème en disant que fat me«- 
$ure d'un triangle est la moitié du produit de sa base par sa 
hauteur ; car il est indifférent de prendre la moitié d'un des 
facteurs, ou bien la moitié du produit total. 

GoUOLLAt&E. Deux triangles de même hauteur sont entre eux 
eomi^ leurs bases, et deux triangles de même base sont 
comme leurs hauteurs. 

•JfHÉOÏlfeME y. 

at7. Vaire d'un irapèxe eH égaie à sa hauteur tnuUipUée. 
par sa base tnayenne^ 

En effet, un trapèM est divisé par une diagonale BD (fig. 174), 
«n deux triangles , qui ont même hauteur que lui , et dont kes 
bases sont les deux côtés paraimeft ; ainsi la demi-somme de 
eea bases ou bien, la base moyenne , multipliée pax la hauteur 
commune , donnera la surface des deux triangles , c*est-à-^dixe 
celle du trapèze. 

On peut aussi observer que le trapèze est équivalent à ou 
parallélogramme qui aurait même hauteur et dont la base se-, 
rait la base moyenne du trapèze^ et l'on arriverait au même ré- 
sultat. 

XÇÊORÈME VV 

218. Vaîre éPun losange ou d^ un quadrilatère syTnêtrique 
s'obtient en multipliant une de ses diagonales par la moitié de 
Vautre. 

En efïet , puisque le$ diagonales (fig. i33, 137) dans ces qua- 
drilattètes, se coupent à angles droits, Tune d'elles sera la base 
commune à deux triangles qui auront pour hauteur la moitié 
de l'auti*e ; ainsi cette moitié, inultipfiée par sa base , donnerai 
le double de la surface d'un des deux triangles ou bien celle 
du quadrilatère. ' 

On peut dire encore que la mesure du losange ou du quadri- 
latère symétrique est égale à, la moitié du produit de ses dia- 
gonales. 

Au moyen de ce qui précède nous pbi|vons mesurer un po- 
lygone quelconque, fin effet, il suffira de le diviser en tri.aur^ 
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gtes , de ttiésùrer chacun d'eux par le procédé connu , €t U 
somme de toutes ces mesures partielles sera Taire du polygone% 
A la vérité , ce travail pourra être long si le polygone a un 
grand nombre de côtés , mais il ne présentera jamais de dif- 
ficultés. 

/Cependant if peut être abrégé de beaucoup lors<{tte le poly* 
gone donné est régulier, ainsi que nous allons le voiti 

THÉORÈME Vît. 

a 19. V aire ^ un polygone régulier est égale à son périmètre 
muUipUépar la moitié du rajon du cercle inscrit. 

Soit uu polygojue régulier ABCDEF (^g.aoS), dont çst le 
centre* Si l'on mène des rayons à ses sommets, on le divi^ra en 
autant de triangles isoscèles égaux qu'il contiendra de côtés. Or, 
cliaçun de ces triangjles, tel que AOB, aura pour mesure sa base 
A6 imiltiqpliée par la moitié de la hauteur .OP ; mais cette base est 
un côté du polygone y et la hauteur est le rayon du cercle ins* 
crit ; donc la mesure de la somme totale de ces triangles par- 
tiels, ou bien celle du polygone donné, sera exprimée par le 
périmètre multiplié par la moitié du rayon du cercle inscrit 
ou de Vapotheme du polygone. 

Ce raisonnement pourrait s'appliquer à tout autre polygone 
régulier. 

THÉORÈME VIII. 

220. L*aire d'un cercle est égale à sa circonférence ntulti-* 
pliéepar la moitié de son rajron. 

Cette proposition est une conséquence de la précédente; 
en effet , puisque le cercle est un polygone d'une infinité de 
côtés, on peut le concevoir divisé en une infinité de triangles 
iso«icèles infiniment petits qui auront, pour hauteur commune, 
le rayon du cercle et dont la somme des bases formera la cir- 
conférence ; donc , la surface du cercle est exprimée par le 
produit de sa circonférence multipliée par la moitié de son 
t<{Xon. 

CdfioUiAïAE l*^ L'aire d'un secteur de cercle s'obtiendra en 
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maltipliant son arc par la mpitië du rayon ; car un. secteur 

quelconque cs.t la même portion, du cercle, quç so^ arc dçh 

circonférence. 

Corollaire 2. li'aire d'un segment de cercle est aussi facile 
à exprimer ; car ce sera Faire du secteur correspondant, dimi- 
nuée de celle d'un triangle ayant la ciçrde pour base, et le 
centre du cercle pour sommiet. 

221. La circonférence est une ligne courbe qu'il n'est pa3 
facile de mesurer exactement dans la pratique; d'ailleurs, 
pour calculer Faire d'un cercle , il faut que sa circonférence 
soit mesurée avec l\inilé linéaire employée pour |son rayon. 
Ainsi cette circonférence doit être ramenée à une ligne droite 
de ta même longueur qu'elle , ce qu'on pourrait faire en h 
développant sur un plan. 

Mais pour aplanir toute difficulté nous verrons , dans le 
chapitre suivant, le moyen de trouver , par le calcul, la lon- 
gueur de la circonférence d'un cercle dont le rayon est connu. 

PROBLÈMES, 
PROBLÈME I»^ 

222». Une pièce de toile a i56"*,35 de longueur et t.'",25 ie 
largeur, on demande sa surface ? 

Elle sera exprimée par 1 56, 35 X i, 25= 195,44 niètres 
carrés, c'est-à-dire 195 mètres carrés, plus 44 décimètres 
carrés (qui sont les ^ d'un mètre carré ). 

Si l'on voulait savoir combien cette surface contient dç 
pieds carrés , on se rappellerait que . le mètre linéaire vaut 
S'^'jO'jS, et qu'ainsi le mètre carré vaudra 3,078 X 3,0^3 
= 9,47 pieds carrés. 

Par conséquent la pièce de toile contiendra.195,44 X 9*47 
= i85o,82 pieds carrés. 

PROBLÈME II. 
223. Une salle a 8"* de longueur 6", 2 Je largeur et ^^ fi de 
hauteur, on veut en faire blanchir les murailles , à raison de 
0^,75* le mètre carré ; combien cet ouvrage caûtera-trilh 
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D'après cet énoncé , la salle conlient deux faces de 8 mètres 
4e longueur et deux de 6"*, .2 , ce qui fa.it en tput 28'",4*./^^^^^^' 
parties latérales de cette salle représentent un rectangle qui 
aurait 28"*, 4" pour sa base et 4^8 pour sa hauteur; par consé- 
quent sa surface sera 28,4 X 4>8 = i63,32 mètres carrés. A 
cela il faut ajouter le plafond qui forme un second rectangle 
de 8 mètres de base et 6"*, 2 de hauteur, et dont la surface 
sera ^Qf6o mètres carrés. La salle entière contiendra donc 

185,92 mètres carrés à blanchir , lesquels coûteront. 

i85,^2 X o/j-jS*^ = 189^,44^? 

PROBLÈME III, 

224. Une salle ayant i5"*,»j6 de longueur, 8"', 24 de lar^. 
geur et ^'^^S de hauteur, doit être tapissée avec des rouleaux 
de papier qui ont 6^ fi de largeur^ on demande quel est le 
nombre de mètres en longueur qu'il faut employer de ce papier? 

Cette salle contenant deux faces de i5"»,76 et deux de 8"',24 
représentera un rectangle de 48"* de base et de 4'">5 de hau-» 
leur ^ dont la surface sera 48 X 4»^ ^=^ ^^^ mètres carrés. 

Mais cette surface doit être au nombre che|:ché comme la 
largeur du papier est à celle du mètre carré , ainsi l'on aura la 
proportion 

o«,6 : I"» :: 216 : x, 

216 

4*où 3ç = — > == 36o 2 donc il faudra 36o" de papier en 

longueur. 

PROBLÊME IV. 

225. Trouver Faire d^un rectangle dont la base a 26", 45 
€t la diagonale 44*" > 76. 

Il faut pour cela connaître sa hauteur ; or , cette hauteur 
sera un côté du triangle rectangle dont la diagonale ^^'^y'jGest 
l'hypoténuse et la base 26" ,45 Tautre côté , et en la représen*- 
tantpàrx, on aura 

X = v/(44,76)« — (26,45)» = 36*", II. ' 

Ainsi Taire du rectangle sera 26 ,4^ X 36, 1 1=955, 1 1 mètres^ 
carrés. 
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PROBLÈME y. 

226. Drouifer taire d'un triangle gui aurait SB*, 5 de base^ 
et \cf* de hauteur. 

La deini-bauteur sera donc 9* ,5, et sa surface 38,5X9,5 
S5 355,^5 mètres carres. 

ntOBLÈME VI 

227. Trouver V aire d un trapèze dont la hauteur est 12", la 
base inférieure de 54", 36, et la base supérieure de 32 mètres. 

On aura pour la surface { (54",36+ 32)Xia=43*,i8Xi2 
s=:5i8, 16 mètres carrés. 

S m. — APPLICATIOK DE LA MESURE DES SURFACES 
A L'ARPENTAGE. 

228. L*art de Tarpenteur consiste à de'terminer Te'tendue 
superficielle d'un terrain ^ évaluée d'après une unité de me- 
sure donnée. Or^ dès qu'on sait mesurer un triangle, on peut 
exercer cet art, car une terre représente ordinairement une 
forme polygonale que l'on peut toujours diviser en un certain 
nombre de triangles. 

Néanmoins il est utile d'entrer dans quelques détails , pour 
que l'élève puisse mettre en pratique les principes que nous 
Tenons de développer. 

Les opérations de l'arpentage se réduisent à mesurer des £s- 
tances , élever des perpendiculaires, tirer des alignemens $ et 
pour cela deux instrumens seuls sont nécessaires. 

l^. La chaîne et les fiches^ C'est une chaîne en fil de fer , 
longue de dix mètres, ou d'un décamètre, et subdivisée en 
chaînons de deux dédmètreff , en sorte que cinq de cas chak 
nons font un mètre. 

La chaîne sert à mesurer les distances sur le terrain. Pour 
cela, deux personnes la portent successivement d'un point à 
l'autre, en suivant, autant que possible, la ligne droite, et 
prenant toutes les précautions nécessaires pour obtenir one^ 
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ttiemfe e^cacte. La première per8<^ntie est nintM de dix fidres 
%^nt Im servent à mar^jtier j à chaque pd^e ) le point où tfbôiltit 
l'exliémitë de la chaîne , et oà doit se plater la seconde per- 
sonne dans la pose suivante. €e]le-*ci ramasse les fiébes qui in- 
diquent^ entre ses pnains, le no)nbre de fois que le décamètre 
a été porté $nt toute la longueur àé la ligne mesurée et, par 
conséquent ^ 1^ mesure de cette ligbe. 

On ne saiirait trop rç<3ommapd6r d^user des plus mlM- 
tieusee précautions y car peu de ehose sui&t pour jeter dans de 
^(nândes erreurs. 

a". Véquerre d arpenteur (flg, *io4). C*est une botte en 
cuivre jaune à huit faces , Ou bien cylindrique , percée de plu«- 
aieurs fentes verticales qui ^e correspondent deux à deux , et 
<|ui se croisent à angles, droits ; cette boite est posée sur un 
pied que l'on enfonce verticalement dans la terre. 

L'équerre est destinée principalement i élever Aé^ perpen-< 
diculaires à des lignes données sur le terrain. Pour cela , on 
fixe l'instrument ,^ on dirige dç^x de ses fentes sur la ligne 
donnée, et Von fait placer un signal $ur la directiou des deux 
lentes qui se çroisexit à angle drçit ^ avec celles que l'on a 
choisies d'al^^rd ;.le signal se trouve ainsi ûtué su,r une perpen-. 
diculaire dont le pied est celui de l'instrument lui-^mème. 

3®« I^'arpenteur doit être muni de jalons ^ ce sont de petita 
bâtons s^rnMH^tés d'nn papier blaa^« Ces jalons sojAt destinée h 
indiquer^ sur le terrain ^ les soininetatles anglea» et les diverse^ 
lignes à mesurer* Lorsque le$ Ugn^s ne sont pas trop louguesn 
deux jalons suffisent p l'un à chaque bout ; miais quand la ^s- 
tance est grande , on en place plusieurs autres entre les extré- 
mités ,, en ayant soia de les aligner de manière qu'en plaçant 
l'œil derrière le premier , tous les autrea 9Pient caçbéa par 
celui-ci. Qn appelle c^ prendre un alignement, 

329. Supposons donc q«e munis de ees itistrunsems noua 
vottlewu connaître la superficie du tei;rain représenté (fig. 2o5}^ 
Noua conimencein>ns par planter des jalons aux sommet» A ^ B 9 
C^D. Ensuite nous mesurerons avec la chaîne la diagonale AC^ 
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qui seni| }ii suppose, 4e 16']'" ^5^ ; Dous nous transporterons 
sur cette même base pour déteruiiner , au moyen de Téquerre, 
Iqs pied^.P. et S des perpendiculaires abaissées des sommets B 
et II, A cet effet noua avancerbns , sur c^tte base, jusqu'à ce 
que l'ii^trumeat arrive: à un point 5,: où placé verticalement 
et de manière que les deux .jalons A et C soient aperçus à tra- 
vers deux fentes opposées, pendant que le jalon D est va 
dans la ditection des fentes qui sont perpendiculaires aux pre» 
ffi.ières.< Mots le pieds, 4e l'instrUmen^t est nécessaîrement celui 
de la perpendiculaire DS , et l'on n'a plus qu'à mesurer la disr 
tance DS. $uppQsons-*Ia de 98'",i5, nous opérerons de même 
pour trouver le pied P, et soitBP = 56"*, 75. • 

. Cela fait; 7 nous ajouterons les deux hauteurs BP et DS, nous 
prendrons la moitié 77'",45 de leur somme i55'",9o, et nous 
multiplierons la base commune par cette demi-somme, ce qui 
donnera 167,54 X 77 ^4^ = ^^91^f91 «mètres carrés pour la 
çuiface du quadrilatère donné. 

23o. L'unité de mesure des surlaces territoriales , légah- 
ment adoptée dans l'arpentage , est un multiple du mètre, 
appelé are. C'est un carré de dix mètres de côté (longueur de 
la chaîne) et dont là surfece contient, par conséquent,^ 
10 X 10= 100 mètres carrés. Ainsi, pour transformer un 
nombre de mètres carrés en ares , il faut diviser ce nombre 
par cent, c'est à-dire^ avancer la virgule de deux rangs vers 
la gauche; d'après cela on verra que 12975,97 mètres carrés 
valent 129 ares 75 mètres 97 décimètres carrés. 

Enfin, pour de grandes étendues, on prend pour unité 
principale la réunion de cent ares, qu'on appelle hectare; 
c'est alors un carré qui a cent mètres de côté et une sur&ce de 
106 X 100= loooo mètrçs carrés. 

Ainsi , pour transformer les ares en hectares , il faut aussi les 
diviser par cent ; tandis que si l'on voulait transformer des 
mètres carrés en hectares , il faudrait les diviser par dix mille, 
ou fivancer la virgule de quatre rangs vers la gauche. D^'aprè& 
c^la^on verra que - ' 
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12975,^7 mètres carrés, qui font 129*^", 76 mètres carrés, 
valent i hectare 29 ares 76 mètres. carrés. ..>.;..: 

23 1. Cela posé, passons à un autre exenfiple : soit ùii 
champ ABCDEFG (fig. 206), on pourra, par âes 'diagonales ^ 
le diviser en triangles et mesurer chaque triangle en.parlî-^ 
culier ; mais il est un autre procédé plus expéditif , et qui à 
l'avantage. de donner plus de précision. Il consiste à choisir 
convenablement une base unique AD, à marquer avec des ja- 
lons les pieds Itf , N, P, etc., des perpendiculaires abaissées de 
tous les sommets sur cette base ; ce qui divisera la surface du 
polygone en divers triangles ou trapèzes. Ensuite , à mesurer 
exactement la l^ase AD en ayant soin de noter les distances 
partielles qui séparent lés pieds A,M^N....»R,D, lesquelles 
sont les Jiauteurs des triangles et trapèzes correspondans ; on 
mesure aussi les perpendiculaires BM, GN\ etc.«. ; et au moyen 
de toutes ces mesures , on calcule en particulier la surface de 
cliaque triangle et de chaque trapèze d'après les règles con- 
nues , et la somtne de toutes ces aires partielles donne l'éten- 
due du champ proposé. 

!232. Quelquefois les limites des champs ne sont point rec-* 
^llignes^ et au premier abord on pourrait être «mbarrassé $ 
^uais pour aplanir toute difficulté, proposons-nous l'exemple 
suivant: soit un champ (fig. 207) dont le pérîmètre Boit 
en partie curviligne ; on commencera par choisir une base gé- 
nérale AB , sur laquelle on abaissera , comme ci-dessus , des 
perpendiculaires par chaque sommet du polygone; ensuite, 
pour apprécier les parties curvilignes , on opérera comme il 
suit. On joindra CD par ume droite qui détachera le petit seg* 
ment CNDA, on abaissera sur C diverses perpendiculaires 
assez rapprochées poiir que les petits arcs CO, ON soient sen- 
siblement droits , et qu'elles divisent le segment en un certain 
nombre de petits trapèzes rectilignes, dont ou prendra la 
mesure par la méthode ordinaire. 

Passant de là à la partie RSP , on tirera , s'il est possible , une 
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ligne 4roite PR qui retranche une portion RVS du dbamp , et 
qui en ajoute une autre SXP , capable de compenser la pre* 
mière. Si les circonstanèes ne permettent pas d^elFectiier cette 
compensation , il faudra opérer sur RSP d'une manière ana- 
logue à celle employée pour CND ; et ajoutant ces me8ure9 
partielles à celles des tfepëzes et des triangles intérieur»^ on 
aura Taire totale du champ. ^ 

Enfin 9 il pourrait arriver que le champ proposé fût inac- 
cessible , ou bien que des obstacles s'opposassent à la pratique 
des opérations que nous avons indiquées. Dans ce cas, on' 
emploie un procédé indirect et que nous allons faire connaître. 
Soit le champ (fig> 208) qu'on suppose inaccessible, on l^in- 
sérera dans un rectangle ABCD , ensuite on mesurera ce rec- 
tangle total^ en multipliant AB par AD^ et de ce produit on 
retranchera la somme des mesures partielles fournies par les 
triangles extérieurs, tels que DMM , COP^ etc. ^ le reste sera 
la surface du champ. 

Il est inutile de pousser plus loin ces considérations , u^ayant 
pas pour but de donner ici un ti^ité d'arpentage* 
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CHAPITRE IV. 

DES FIGURES SEMBLABLES 

ET BË LEUHS RAPPORtS. 



^33. Jusqu^à présent nous avons appris à mesurer retendue 
à une et à deux dimensions ; mais cela ne remplit pas le bat 
de la géométrie plane. Il ne suffit pas de savoir calculer la 
isurface d'un polygone donné ^ quand on i;l la faculté de 
prendre directement la mesure des diverses lignes qui peu- 
vent la fournir ; mais il faut aussi pouvoir le faire lorsque ces 
mesures ne sont pas praticables , et qu*on est obligé de 
trouver la longueur d'une ligne inaccessible. Il faut encore 
savoir représenter exactement sur le ^papier les figures qu'af* 
fectent les divers objets ^ ainsi qu'une portion donnée d'un 
terrain. Enfin il importe de connaître et de savoir déterminer 
les rapports qui existent entre les diverses figures. 

Ce chapitre est destiné à la recherche de ces nouvelles 
propositions. 

Nous avons vu que lorsqu^on mesurait une ligne droite avec 
une unité convenue , on obtenait un nombre pour représenter 
cette ligne , et que diverses lignes mesurées de la même ma-« 
nîère pouvaient être comparées entre elles au moyen des 
nombres qui les représentent. Or^ lorsque les nombres qui ser^* 
vent de mesure à des lignes données forment une proportion, 
ces lignes sont dites proportionnelles. Ainsi lorsque A , B , 
C , D étant des lignes , nous écrivons A : B :: G : D , il faut 
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comprendre que ces lignes mesurées avec la même unité ont 
fourni de& résultats tels, que le nombre A divisé par le 
nombre B donne le même quotient que le nombre G divisé 
par le nombre D ; ou bien que le produit A X P ss B x G, 
c'est-à-dire que le. rectangle construit avec les deux lignes A 
et D est équivalent à celui construit sur B et G. 

Cela posé, lorsque àexix polygones quelconques seront 
composés d'un même nombre de côtés ; que ces côtés com- 
parés , chacun à chacun , fourniront un rapport constant, et 
seront par conséquent proportionnels entre eux ; que de plus ^ 
les angles de Tun seront égaux ^ chacun à chacun , aux angles 
de l'autre , alors ces deux polygones seront semblables^ 

La similitude consiste donc , comme le mot le dit , dans 
une identité de formes, et ne dépend nullement de l'étendue. 
C'est ainsi que les deux polygones ABCDE , abcdè seront 
semblables , si l'on a les angles A = a, B=^ , C=f:c, etc., et 
que déplus les côtés donnent ÀB:a&::BC:Ac::CD:c^::, etc... 

Dans les figures semblables on désigne les angles égaux et 
les côtés semblablement placés par la dénomination de homo- 
toqués. Ainsi les angles A et ^ , D et ^, C et b , etc.... , sont 
homologues ; et le côté AB est l'homologue de a& , de est celui 
de DE, etc...., on dira donc : Deux polygones sont sem^ 
blables lorsqu'ils ont les angles égaux , chacun à chacun, et 
les côtés homologues proportionnels. 

Deux polygones semblables qui auraient les côtés homo- 
logues égaux seraient plus que semblables, ils seraient égaux. 

Mais existe-t-il des polygones semblables ? 

Il est d'abord facile de prouver que les polygones réguliers 
seront semblables dès qu'ils auront le même nombre dé côtés; 
car alots tous leurs angles seront égaux et leurs côtés évi- 
demment proportionnels. Ainsi deux hexagones réguliers sont 
toujours semblables, quelle que soit la longueur de leurs 
côtés T^pectifs. Il en est de même pour deux polygones régu- 
liers de cent , de mille côtés, etc., etc....; par conséquent 
deux cercles sont semblables , quelle que suit la longueur de 
leurs rajrons. 
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Les figures semblables jouissent des proprie'tés les plus im- 
portantes de la Ge'ométrie ; mais comme U similitude dépend 
principalement de la proportionnalitiS des lignes droite , c'est 
par ces dernières qu'il Caut commencer* 

5 I*'. -^DES LICITES PROPORTIONNELLES. 

a34* Là proportionnalité des lignes droites est facile à re* 
connaître par leur mesure directe ; mais elle ne serait d'aucun 
«ecours , si l'on n'avait pas d'autres moyens pour en constater 
l'existence. Le but qu'il importe d'atteindre ^ c'est de déter- 
miner les circonstances dans lesquelles cette proportionnalité 
a lieu pour qu'on puisse s'en assurer | alors même qu'on 
ignore la longueur de ces lignes. 

C'est ce que nous allons faire dans les théorèmes suivans. 

THÉOKÈMIE I*r. 

a35. lorsqu'un nombre quelconque de droites parallkles , 
également espacées, sont rencontrées par des séamtes , les 
portions de chaque sécante comprises entre les parallèles sont 
égales entre elles. 

Soient les parallèles MN, M'N', M''N\ etc. (6g. 210) qu'on 
suppose à égale distance, et les sécantes AB y CD , GH menées- 
dans des directions arbitraires : si .des points de rencontre A^ 
A'j k^f A*, on abaisse des perpendiculaires respecit^yesAP, 
A'F, A*?'', etc., ces perpendiculaires seront ^les pair hy- 
pothèse, et alors les petits triangles rectangle» APA% 
A'P'A", etc. , seront. égaiix, conimc ayant un côté égal et les 
angles égaux chacun à chacun ; donc leurs hypoténuses seront 
aussi égales , et Ton aura AA'sn A'A"t=A''A"' = etc.... 

Par une construction semblable on prouverait que 

CC'=C'C''=C''C*=etc. . . , et que GG' = G'G"=G"G"'=etc.. ; 
donc la proposition énoncée est générale. 



10 
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THÉORÈME II, 

236. Quelle que soit la dislance qui sépare des droites 
parallèles , elles couperont toujours en parties proportion- 
nelles toutes les sécantes qui viendront les traverser. 

En effet, soient les parallèles MN, PQ , RS {ûg. 211), cou- 
pées par les sécantes ÀB , GH aux points D , D', D' , C, C, C, 
je dis que , dans tous les ca«^ on aura la proportion 

DD' : D'D* :: cc' : cc\ 

Menons la HgneOO' perpendiculaire aux parallèles données, et 
alors 00' et O'O" mesureront les distances respectives de ces 
parallèles /Ces distances sont quelconques, d'après dénoncé; 
mais nous pourrons toujours chercher leur commune mesure 
en portant la plus petite sur la plus grande , ainsi que nous 
l'avons indiqué ( n° 5o )• Or , supposons que nous ayons trouvé 
pour cette commune mesure une longueur qui soit contenue 
7 fois dans 00', et i5 fois dans O'O*. 

Si nous portons cette longueur sur 00' et sur O'O*, nous 
les diviserons Tune en '9 et l'autre en i5 parties égales, en 
sorte que la ligne totale 00" coptiendra 22 de ces parties. Or, 
si par chaque point de division nous menons des parallèles à 
MN , PQ , RS , toutes ces parallèles , qui seront également es- 
pacées, iront couper DD* en parties égales, ainsi quéCC'; 
mais puisque 00' contient 7 parties égales , DD' et GC en 
contiendront le même nombre , et puisque O'O' en renferme 
i5 , D'D" et ce renfermeront pareillement.! 5 parties égales : 
donc on aura 

DD' : D'D" :: 7- : i5, 
ce : ce- :: 7 : i5, 
d'où DD' : DD* :: ce : ce. 

Quel que soit le rapport de 00' à eO'', nous raisonnerons 
de la même manière que pour les nombres 7 et 1 5, et nous 
arriverons au même résultat. De plus, ici comme dans d'autres 
circonstances analogues , il nous est permis d'étendre )e prin* 
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€ipe au cas où 00' et 0^0" seraient incommensurables i par 
conséquent la proportionnalité existera toujours. 

La proportion ci-dessus , ainsi que le raisonnement qui l'a 
fournie y donnent aussi 

DIT : DD' : D'D" :: cc" : œ : cc\ 

On fait usage de Tune ou de l'autre de ces proportions selon 
le besoin. 

ScoUei Si Ton considérait une troisième ligne XT, ou trou- 
verait qu'elle est aussi divisée de la même manière que le$ 
autres. Ainsi la proportionnalité des parties de droites com- 
prises entre trois parallèles est constamment vraie , quels que 
soient le nombre et la position des sécantes. De même s'il y 
avait un plus grand nombre de parallèles , et que AB et GH 
fussent divis^écs en 4 9 10 , 100 , etc» parties y ces parties com- 
parées chacune à chacune seraient toujours proportionnelles. 

THÉORÈME III. 

287. T<mtc ligne menée dans un triangle parallhlemeni à 
Vun de set côtés, divise les deux autres en parties pn^or^ ^ 
tionnelles. 

Cette proposition résulte de la précédente (ûg. 212); car 
soit un triangle ABC , dans lequel on mène diverses parallèles 
GHyHHyetc. , à sa base BC; ces parallèles diviseront les 
parties MB, NC de manière que l'on aura 

MG : GB :: NH : hc. 

Cette proportion étant indépendante de la distance des pa- 
rallèles j sera vraie pour tontes les positions que prendra la 
ligne MN , en s'avançant vers le sonunet A parallèlement à 
elle-même ; donc elle le sera encore lorsque cette ligne MN 
passera par ce sommet, et qu'elle sera confondue avec AL ; 
ainsi l'on aura 

AG : GB :: ah : hc. 

De là on tire 

AB : AG : GB :: ac : ah : hc. 

10.. 
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THÉORÈME IV. 

238. Réciproquement. Touu ligne qui dwise deux côtés 
^étun triangle en parties proportionnelles, est parallèle au 
troisième côté. 

Supposons que les pointe M et N (fig. 21 3 )'8oient tels que 
Ton ait la proportion 

AB : AM :: ac : an. 

Si 9 dans ce cas, la ligne MN n'est pas parallèle à BC, on 
pourra toujours mener une ligne MO différente de MN , qui 
lui sera parallèle, et par suite du théorème précédent, on 
aura 

AB : AM :: ac : ao. 

En comparant ces deux proportions , on voit qu'elles ne 
peuvent pas exister sans que AN == AO : donc la parallèle MO 
doit se confondre avec MN, et par conséquent MN est paral- 
lèle à la base BC. 

THÉORÈME V. . - 

13^. Toute ligne menée dans un triangle pataltèlemenl à 
un de ses côtés détermine un second triangle, dont les côtés 
sont tespectiuement proportionnels à ceux du premier. 

Si la Iig;ue MN (fig. 2k 1 4) est parallèle à BG on aura la pro- 
portion 

AB t Ait :: AC : an-, 

de même si Ton mène MD parallèle à AC , on aura 

AB : AM :: BC : gd? 

mais CD =c MN , car la figure CNHD est un parallélogramme. 
De plus, les deux proportions ci-dessus ayant un rapport 
commun,, donnent 

AB : AM :: ac : an :: BC : MN. 

Donc les deux triangles ABC , AMN ont les côtés propor- 
tionnels ; ils ont aussi évidemment les angles égaUx chacun à 
chacun , et sont par conséquent semblables. 
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THÉORÈME VI. 

240. Lorsque des parallèles sont rencontrées par des sé-^ 
coûtes gui partent toutes dun même poini, les p€Êrties de ces 
parallèles comprises entre les sécantes soni proportionneUes. 

Soient les lignes OA, OB, OD, OG(fig. ai 5) c(m. partent 
du point et vont couper ks parallèles AG, A'G% A'^G', je dis 
qu'on aura les proportions , , 

AB : A'B' : A'B" :: bd : B'D' : B'D" :: dc : d'g' : D'C". 

£n effet, puisqMe les lignes OA'', OB" partent d'un même 
point-, et que AB, A'B', A'^B'' sont parallèles, les triangles 
OBA, OWA'\ QB"A* auKoiiit les côtés proportionnels et don-* 
neront 

OB : OB' :: ab : a'b'; 

de même les tnangles OBD, OB'D', OB'^D* auront les côtés 
proportionnels, et donneront aussi 

OB : OB' :: BD : bd'. 

Ces proportions ayant un rapport commun OB : OB', fourni- 
ront la suivante 

AB : A'B' :: bd : B'D'. 

Un raisonnement tout-à-fait semblable nous conduirait aussi à 

AB : A''B* :: bd : b^d% 
AB : A'B' :: dc : d'c , 
BD : B'D' :: dc : rc,et6... 

Donc les segmens AB, BD, DC, A'B', B'D', D'C', A^B", 
B'^O'^, D^C sont proportionnels entre eux. Ces segmens four- 
nissent un certain nombre de proportions toutes également 
.Traies, et dont on fera indistinctement usage selon l'occasion. 

Scolie, Si Tune des parallèles AC , par exemple, était coupée 
en parties égales , le^ autres le seraient aussi. 

CoROLLAiBE. On Toit par là que les lignes qui partent du 
sommet d'un triangle diviîient la base et toutes ses parallèles 
en parties proportionnelles. Cette propriété reçoit de fré-^ 
quen tes applications . 
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THÉORÈME Vil. / 

241* R^'ciproquement. Si des parallèles sont coupées en 
parties proportionnelles par dii^erses sécantes non parallèles , 
ces dernières concourront toutes en un méme^ point. 

Supposons que les parallèles AD, A^D% A^'D'' (fig. 216} 
soient coupées en parties proportionnelles par les lignes AA*, 
BB''} pD' y etc. y de manière que Ton ait 

AB,: A'B' :: BC : B^C, etc., 

les se'cantes AA^, BB'' GC n'étant pas parallèles, devront se 
rencontrer au moins deux à deux. Ainsi appelons O le point 
de rencontre de AA' et BB^, alors les deui^ triangles OBA, 
OB'A' donneront ( n« 289 ) 

OB : OB' :: ab : a'b'; 

de même si Ton désigné par P le point de rencon^tre des 
lignes BB" et CC", les triangles PBC, PB'C donneront 

m : PB' :: BC : b'C; 

mais comme par hypothèse AB : A!K :: B6: B'C, les deux 
proportions ci -dessus donneront, à cause de ce rapport 
commun, 

OB : OB' :: pb ; PB'. 

Cette dernière revient à 

OB' — OB : OB :: eb' — pb : pb. 

. Or, quels que soient les points de rencontre et P, oa 
aura toujours OB'— OB=BB' et PB'— PB=BB'. Ainsi, dans 
la proportion ci^dessus, les antécédens étant égaux, les con- 
séquens devront aussi l'être, et Fon aura OB = PB, c'est-à- 
dire que la dislance du point B aux points de rencontre et P 
doit être la même; et comme d'ailleurs ces deux points appar* 
tiennent à la ligne BO, il faudra donc que Oet P ne soient 
qu'un seul et même point. 

On démontrerait également que la sécante DB" passera pa< 
le point O ^ ainsi que tout autre. , 
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' Earapprochant les théorèmes II et YI, on voit que lorsque 
des sécant partant d'un même point vont couper des paral- 
lèles, les parties des parallèles comprises entre les sécantes 
sont proportionnelles, et que les parties des sécantes com- 
prises entre les parallèles le sont aussi. 

Ceci peut être considéré comme le complément de la théorie 
des parallèles, que nous avoqs exposée dans le premier 
chapitre. 

§ IL — DES POLYGONES SEMBLABLES. 

242. Les propriétés des polygones, en général, n'étant qu'une 
extension de celles des triangles, examinons d'abord les cas de 
siinilitude de ces derniers. Nous avons dit qu'il faut deux con- 
ditions pour que des triangles ou des polygones soient sembla- 

' blés. I®. Qu'ils aient les angles égaux chacun à chacun; 2*. les 
côtés homologues proportionnels. Voyons à quoi nous recon- 
naîtrons que ces conditions sont remplies, sans qu'il soit né<* 
cessaire de prendre la mesure directe des angles et des côtés. 

THÉORÈME !•'. 

243. Deux triangles qui sont équiangles entre eux ont 
toujours les côtés hornologues proportionnels , et sont par con- 
séquent semblables. 

Supposons que dans les deux triangles ABD , abd ( fig. 2 1 7 ) , 
on ait les angles A =a, B=^, D=^; portons €U?d sur ABD^ 
en posant le sommet a sur A, et faisant coïncider le côté ab 
avec AB, alors ad couvrira aussi AD, et le petit triangle 
prendra la position AMN. Or , comme par hypothèse l'angle 
^ = B et J=D , la ligne MN sera parallèle à BD, sans quoi 
ces angles ne pourraient pas être égaux. 

Iktais si MN est parallèle à BD, les côtés du triangle AMN 
seront proportionnels à ceux du triangle ABD , et ces triangles 
seront semblables (a® 2^9) : donc ABD et abd le sont aussi. 

Corollaire i". Deux triangles sont donc setnblables dès 
qu'ils. ont deux angles égaux chacun à chacun , car aloys ils 
sont équiangles entre eux. ^' 
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CoaoïxAiRE 2. Deux trîansles reclaDs^e$ api^^ ^émUiibles dès 
qu^ils ont un angle aigu égal. w 

GoRQLLAiBE 3. Deux triangles Uoscc^i^s «ont semblable dH 
qulU ont un angle homologua égal. 

T«6(HIÈME n. 

a44- ^^i<^ triangles qui ont les côtés proportionnels ont Jesi 
angles homologues égaux et sont semblables. 

S\ dans les deux triangles ABD, abd (6g. 217 ), on a les 
proportions 

Ah : ab :: AD : ad :: bd : m, 

je dis qu'on aura aussi les angles Asssa^ B=d, D=:^. 

En effet , prenons , à partir du spmmet A du grand triangle, 
des longueurs AM = ab et AN =s= â^, et joignons MN qui sera 
parallèle à BD , puisque les côtés ab^ ad^ ou bien AM^ AN 
sont proportionnels à AB^ AD(n^ a 38); alors on aura la 
proportion- 

AB : AM :: bd : mn, 

mais comme par hypothèse 

AB : ab :: bd : bd, 

et que abs=i AM , il faut que MN == bd. Donc les deux trian- 
gles AMN et abd auront les trois côtés égaux chacun à chacun 
et seront égaux. Or, le triangle AMN aies angles égaux à ceux 
du triangle ABD; donc les deux triangles donnés ABD et abd 
seront aussi équiaKigtes entre eux^ et par conséquent sem- 
blables. 

Scolie. Les deux théorèmes précédent nous prouvent que 
Fégalité des angles dans les triangles entraine la proportion- 
nalité des côtés 9 et que réciproquement celle-ci entraîne l'é- 
galité des angles, en sorte qu'une de ces deux conditions 
suffit pour que des triangles donnés soient semblables. 

THÉORÈME III. 

^45. Deux triangles qui ont un angle égal compris entre 
côtés proportionnels sont semblables. 
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Supposons que d«ps l«s d^iu triangles ABD , abd ( fiff . 217) 
on ait Tan^le A =s: a et la profiorlion 

AB : ab :: ad i ad; 

posons le triangle add sur l'autre en faisant coïncider Tanglè a 
avec A, et joignons les extrémités^ etdf, qui tombent en M 
et V , par une droite MN qui déterminera un triangle 
AMN =abd. A cause de la proportionnalité indiquée , il 
fiiudra que MN soit parallèle à BD , c'est-à-dire que l'angle 
B=M = ô , et l'angle D=N=û^. Donc les triangles donnés 
sont équiangles entre eux, et par conséquent sembla)3les. 

THÉORÈME IV. 

246. Deux triangles qui ont les côtés parallèles chacun à 
chacun sont semblables^ 

Par cela même que les côtés dès triangles ABD, abdj, db'd 
(fig. ai8), sont respectivement parallèles, leurs angles seront 
égaux chacun à chacun \ car ces angles auront toujours leurs 
côtés respectifs dirigés dans le même sen^ ou dans un senç 
opposé, aiûsi qu'il est facile de s'en convaincre à l'inspection 
de la figure ; donc ces triangles sont équiangles entre eux , et 
|)ar suite semblables. On peut au reste prolonger les côtés de 
ces triangles jufiqu'à ce qu'ils se rencontrent, et l'on formera 
ainsi une suite d'angles çorres^pondans qui mettront en évi-^ 
4ence l'égalité des angles homologues. 

THÉORÈME V. 

247- Deux triangles qui ont les côtés perpendiculaires chacun 
à chacun sont semblables. 

En effet, soient les deux triangles ABD , abd (fig. 219), qui 
ont les côtés respectivement perpendiculaires, je dis qu'on aura , 
A=a, B=6, Y)=d. 

En prolongeant leurs côtés jusqu'à ce qu'ils se rencontrent, 
on formera toujours des triangles rectangles équiangles d^ix 
à deux ; car, par exempte , les deux triangles rectangles S^d et 
SND , ayant un angle aigu S çommu^ , sont équiangles , d'oqi 
l'angle D = ^. 
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De même les triangles rectangles ONA, OPa^ ayant un angle 
aigu commun 0, donneront Fangle A=:a; donc par suite 
B = 6. Par co.nséquent les triangles proposes sont équiangles 
et semblables. , 

Dans les deux derniers théorèmes, les côtés perpendicu- 
laires et les côtés parallèles entre eux sont les homologues, et 
les angles quileur sont opposés sont ceux qui sont égaux. 

Les cinq théorèmes précédens comprennent donc cinq cas 
de similitude pour les triangles; il importe de bien les retenii: 
pour être danKi le cas d'en faire les nombreuses applications 
qu'ils vont noos fournir. 

THÉORÈME VI. 

248- Deux poljrgones sont semblables lorsqu'ils sont coror 
posés d^un même nçmbre de triangles semblables chacun à 
chacun et semblablement placés, et réciproquement. 

Soient les deux polygones ABGDE, abcde (fîg. aog) ; si par 
deux sommets homologues, tels que A et a, on mène des dia- 
gonales, et qu'alors les triangles partiels ABC, ACD, APË, du 
premier soient respectivement semblables aux triangles par- 
tiels abc, acd, ode, du second, on aura, d'un côté, l'angle 
B = 6, l'angle BGA=s6ca, ACD = acdy et par suite l'anglç 
G=c comme formés de deux angles égaux; de même l'angle 
Dzssd et E=e. De l'autre côté, la suite des proportions 

AB : ab :: bc : bc :: ac : ac :: cd : cd :: ad : ad :: DEide 

:: AE : ae. Donc les polygones donnés ont les angles homo- 
logues égaux, les côtés proportionnels , et sont par conséquent 
semblables. 

Réciproquement. S\j dans ces deux polygones ,' les côtés 
sont proportionnels et les angles homologues égaux , les trian^ 
gles partiels seront semblables chacun à chacun ; car, d'abord, 
les deux triangles ABC, abc y le sont , comme ayant un aogle 
égal B=6 compris entre côtés proportionnels , ce qui indique 
que l'angle BCA=: bca; mais alors ACD =ac^, et les deux 
triangles ACD, dcdj qui auront aussi un angle égal compris entre 
côtés proportionnels, seront semblables. Par la même raisbB, 
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ADE et ade le seront pareillement ; donc la réciproque eet 
vraie. 

Corollaires. Deux parallélogrammes sont semblables lors- 
qu'ils ont un angle égal compris entre deux côtés proportion- 
nels; car l'égalité de ces angles entraine celle des autres, et la 
prop<^ionnalité des deux côtés adjacens indique celle de 
leurs opposés qui leur sont respectivement égaux. 

Deux losanges sont semblables lorsqu'ils ont un angle égal. 

Deux re^tanglçs sont semblables lorsque leurs bases sont 
proportionnelles à leurs hauteurs. 
. Tous les carrés sont semblables. 

Observations, Mais remarquons bien que l'on ne peut pas 
ici, comme pour les triangles, conclure que deux polygones 
sont semblables de ce qu'ils ont seulement les angles égaux , 
ou bien les côtés proportionnels ; car^ avec les mêmes côtés , 
on peut fiodre une infinité de polygones ayant des angles diffé* 
rens, et deux polygones peuvent avoir les angles égaux sans 
qu'ils aient les côtés proportionnels. 

Deux polygones composés d'un même nombre de triangles 
semblables, mais disposés d'une manière inverse^ sont dits 
inversement semblables. 

THÉORÈME VII. 

249* Les polygones réguliers â^un même nombre de c6iés 
sont semblables. 

En effet, deux polygones réguliers d'un même. nombre de 
côtés ont tous les angles égaux entre eux , et , si l'on joint les 
sommets de ces polygones à. leur centre, on les décomposera 
' tons les deux en un même nombre de triangles isoscèles, égaux 
dans le même polygone, et semblables d'un polygone à l'autre, 
parce qu'ils seront équiangles. 

Corollaire. Par conséquent tous les cercles sont senv- 
Uables. 

Dans les polygones réguliers, les rayons des, cercles inscrits 
et circonscrits sont des lignes homologues ; et dans les cercles^ 
les rayons et les diamètres sont aussi des ligues homologues. 
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S III. —CONSÉQUENCES DE LA SIMILITUDE DANS LES 
POLYGONES. 

THÉORÈME Pr, 

sSo. Là droite f qui disfisç^ en deux patties égaler un des 
angles dun triangle jt coupe le cô(é opposé en deux segntens 
proportionnels aux o^tés qui comprennent cet angle^ 

Soit le triangle ABC (fig. 320); si par son sommet A on 
mène AD de manière que Tangle BADsssDAC, >e dis qu'on^ 
aura 

CD:CA:: BD: BA; 

car par le point B soit meiaée une parallèle BN à AD, qui ira 
rencontrer le prolongement de CA en N , et qui déterminera 
uh triangle CNB , dans lequel AD sera parallèle à la base BN ; 
alors (n* adg) on aura 

CD:CA :;DB: AN. 

Mais, à cause des parallèles AD et BN, Pangle BAD=ABN, 
et l'angle DAC = BNA; et puisque BAD=:DAC, on aura 
ABN=BNA : donc le triangle ANB est isoscèle , et par suite ' 
AN = AB ; ainsi , en mettant AB au lieu de AN dans la propor- 
tiqn ci-dessus^ elle donne 

CDiCA:: DB: AB. 

La réciproque est vraie. \ 

Scolie. Si le triangle BAC était isoscèle , le point D serait le 
milieu de RC , comme nous le savions déjà. 

THÉORÈME II. 

aSi. Si Von joint les milieux des côtés dun triangle par 
des droites y elles le diviseront en quatre triangles égaux entre 
eux et semblables au grand. 

Soient M, N, P (fig. 221), les milieux des côtés du triangle 
ABD; siTon mène la ligne MN,, elle sera parallèle à BD, 
puisque AB et AD sont coupées en parties proportionnelles 
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eu M et N; de même HP est parallèle à AB, et MO Test 
à AD. 

D'après cela, les trois figures AMPN» BMNP, MNJDP seront 
des liarallelogrammes, de chacun desquels le triangle MNP 
isera une moitié ^ donc cè triangle est é^ à chacun des trois 
autres I M pa^ ^^nsëqueni ib sont tous les quatre égaux. 

Eli flttcdnd lieu, à cause de MN parallèle à BD, le triangle 
âMN est semblable à ABD,' et il eb est de même de tous les 
auti«B. 

Réciproquement. & Pon mène par les sommets d'un triangle 
des parallèles aux côtés opposés on formera un triangle sem- 
blable au premier, et quatre fois plus grand que lui. 

THÉORÈME m. 

aSa. Etara donné un quadrilathre quelconque , si Von joint 
les milieux de ses côtés par des droites , eUes formeront tou-^ 
' f ours un parallélogramme. 

Soient les milieux M* If 9 P» Q (&g« 223), des côtés du qua- 
drilatère ABGD ; jpjgnons-les par des droites et menons les 
diagonales AG, BD. Puisque M et Q sont les milieux de AB et 
de AD, la ligue MQ sera parallèle à BO , ainsi que NP. Par 
la même raison , MN et PQ seront parallHes ^ AG : donc 
MI^PQ est un parallélogramme , puisque ses côtés opposés 
sotit pfl^r^Ueles. 

THÉOHÈME IV.. 

253. Lès lignes menées de chaque Mnmei ^untHàngle au 
milieu du èÔlé opposé se reticontreni en un mérke point qui 
est pour chaque ligne aux ^de sa longueur. 

Soient AP, BN, GM (fig. 223), les lignes qui vont des som- 
mets aux milieux des côtés opposés. Il est évident d'abord que 
deux quelconques BN et GM de ces lignes se couperont en un 
point 0; mais si l'on joint MN, cette ligne sera parallèle 
à BG, et les deux triangles MON, BOG seront semblables, 
car ils auront les angles respectivement égaux ; on aura donc 

BO : ON :: GO : om :: bg : mn; 
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et puisque M et N sont les milieux de AB et de AG , on aura 

AB : AM :: BC : mn. 

Mais AB = 2AM /donc BG=2MN, et par suite GO = a. CM, 
B0=2.0N, d'où BOcaf BN etCO = fCM. 

De même si Ton considérait les deux lignes GM et ÀP , et 
qu'on joignit MP , on prouverait que ces lignes GM et AP se 
coupent en un point O tel que GO = ^ GM et AO =| AP ; 
donc la ligne AP doit passer par le point O d'intersection des 
deux autres, car il n'y a qu'un point unique qui soit aux | de 
la longueur d'une droite donnée GM (^). 

THÉORÈME V. 

!ï54* Les perpendiculaires abaissées de chaque sommet 
d'un triangle quelconque sur le côté opposé se rencontrent 
toutes en un même point. 

Soit le triangle acutangle ABG (fig. 224) : par deux de ses 
sommets B et Gy abaissons les perpendiculaires GM, BNqui 
se couperont nécessairement en un point , et prouvons que 
ce point appartient aussi à la troisième perpendiculaire AD, 
c'est-à-dire, faisons voir qne la droite iadëfînie qui passe par 
les points A et est perpendiculaire à BC. 

Pour cela , par ce même point , élevons une perpendicu- 
laire GH à AO ; elle déterminera deux triangles rectangles 
AOG , AOH, qu'on pourra comparer à AOM et AON. En effet, 
les deux triangles rectangles AOG, AOM ayant un angle aigu 
commun sont semblables et donnent la proportion 

AM : AO :: AO : AG; 

d'où AO = AM X AG. De même les deux triangles rectangles 
AON, AOH sont, semblables , et 

AN : AO :: ao : aHj 



{*) Ce point est ce qa'on nomme en Statique le centre de gravité du 
triangle ABG. 
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d*où Â5*= AN X AH î donc AM X AGsss AN X AH, ce qui 
revient à la proportion 

AM : AN :: ah : ag. 

D'un autre c6té , les triangles rectangles ABN , ACM qui 
ont l'angle A comn^un sont semblables et donnent 

AM : AN :: ac : aB; 

donc AC : AB :: AH : AG, 

ce qui exige que CH soit parallèle à BC. Mais GH a été mené 
perpendiculairement à A.D : donc BC est aussi perpendicu- 
laire à AD, c'est-à-dire que la troisième perpendiculaire AD 
passera par le point 0. 

Si le triangle était obtusangle, la même démonstration 
aurait lieu ; mais il faudrait mener la perpendiculaire à AO 
non par le point 0, mais par le sommet A de Tangle obtus. 

Si le triangle était rectangle , le point de rencontre serait 
placé au sommet de Tangle droit. 

Scolie. Il est à remarquer que les irois hauteurs d'un 
triangle se coupent de manière que les rectangles construits 
sur les deux segmens de chacune d'elles sont équiyalens, car 
les triangles semblables BOD , AON donnent 

Bo : AO :: OD : on, 

d'où BO X on = AO X OD, 

et les triangles DOC , AOM donnent 

co : AO :: do ; om, 

d'où AO X DO = GO X om = BO X ON. 
THÉORÈME VI. 

. 2S5. Si du sommet de F angle droit if un triangle rectangle 
on abaisse une perpendiculaire^ sur son hjrpoténuse, il en 
résultera Içs conséquences, suivantes •- 
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1^. LcÈ deux triangles rectangles partiels seront semblables 
entre eux et semblables au grand; 

2°. Chaque côté de F angle droit sera moyen proportionnel 
entre Vhjrpoténuse entière et Je segment adjacent à ce côté. 

3^. La perpendiculaire sera fnoyenne proportionnelle entre 
les deux segmens de Phypoténuse. , 

Soit le triangle rectangle ABC (fîg. 225) ; menons AD per- 
pendiculaire sur BC, et nous aurons i^. le triangle rectangle 
ADC y qui ayant un angle aigu G appartenant au grand triangle 
ABC lui sera semblable ; de même le triangle rectangle BAD 
ayant un angle aigu B commun au grand j lui sera aussi sem* 
blable ; donc les deux triangles partiels ABD, AGD sont sem- 
blables (entre eux et semblables au grand. 

^**. Puisque les triangles ABC y AGD sont sem}>lablés, leurs 
eàtéa h^inologues donnent la proportion 

BC : AC :: ac : CD; 

•d'oùÂS = BCxCD(i)j donc le carré construit sur AC est 
équivalent au rectangle construit sur l'hypoténuse BC et le 
segment adjacent CD, c'est-à-dire que AC est moyen propor- 
tionnel entre BC et CD. 

De même les triangles ABC, ABD étant semblables don- 
neront 

BC : BA :: ba : bD; 

d'où BA = BC X BD (2) : donc BA es% un moyen propor- 
tionn^v^ntre BC et BD. 

Enfin , les deux triangles partiels AÉD ,- ACD sont sembla- 
bles , et leurs côtés fournissent la proportion 

BD : AD :; AD : CI^ 

d'où AD*= BD X CD (3) : donc la perpendiculaire AD est 
moyenne proportionnelle entre les deux segmens de Fhypoté- 
»i9ei e'esi-iH^ro que le €Xtré toxtôtmit sur cette peif endku- 
hâiè est équivalent au rectangle eonsù^uitsurlesdeui^segmens. 
Scolie. Cette proposition est une des plua (çcondes de la 
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Géométrie élémentaire. Ainsi il est indispensable de bien la 
comprendre et d'en discuter toutes les conséquences. 

D'iibord les formules (i) et. (a) , ajoutées ensemble , donnent 

A€+AB=BCxCD+BCxBD==BC(CD+BD)=BCxBC==dBct 

Ce qui démontre , ce que nous savions déjà , que le carré 
de l'hypoténuse est équivalent à la somme des carrés des deux 
autres côtés. D'ailleurs on peut aussi le prouver en observant 
que , d'après la formule (i) 9 le carré de AC est équivalent au 
rectangle DH construit sur GB et CD , et que , d'après la for-* 
mule (2) , le carré de AB est équivalent au rectangle DG cons- 
truit sur BCet BD. 

En second lieu , si Ton compare chacun des rectangles DH , 
DG au carré total BH /on voit qu'ils ont même base BG ou 
€H ; ainsi ils sont proportionnels à leurs hauteurs respectives , 
•et l'on a 

DH : BH :: CD : Bc> 

et DG : BH :: DB : BC, 

etparsijite DH : DG :: CD : DB. 

Et colHnie les rectangles DH et DG sont respectivement équi- 
valens aux carrés de AC et de AB , on peut écrire ' . 





AC : BC :: CD : bc, 


«t 


AB*: BC*:: bd : bç. 


d'où 


Te : ÂB :: CD : ab. 



Ce qiû prouve que le carré iun des côtés de Vaifgle firoit 

est à celui de V hypoténuse comme le segment adjacent ^si à 

Vhjpoténuse entière , et que les deux carrés dç ces ^ôt^s sont 

entre eux dans le même rappcri que les, deux segmer^ Jfi 

rhrpoténuse, , , .,» 

THÉORÈME VII. ' 

> a56. ' Si d^un point quelconque du diamètre d'ituTtei^cie on 
iétè¥0 une perpendiculaire qui se termine à la ciromfiréncc^ 

• u 
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cette perpendiculaire sera moyenne proportiminelle enité Iss 
deux segmeitê du diamètre, et de plus, les cordes qui join* 
dront les extrémités de ce mithe diamètre au point fimer^ 
section de la circonférence, seront moyennes proportionnelles 
entre le diamètre entier et te segthent adjacent. 

Par le point D (fig. 226) y pris sur le diamètre BC ^ élevons 
la perpendiculaire DA et menons les tordes BA , CA. L'angle À 
sera droit comme inscrit dans un demi-cercle ^ et le ^riapgle 
rectangle BAC donnera toutes les propriétés démontrées dans 
le théorème précédent. 

Ainsi il n'y a qu'à changer dans les résultats ci<-dessas les 
mots hypoténuse en diamètre , les côtés de l'angle droit en 
cordes, et l'énoncé se trouve encore vérifié. 

Scoliè, Cette propriété sert à trouver une moyenne propor- 
tionnelle géoméiriijue entre deux lignes donziées^ ^}} ^^^ 
de prendre pour cela une longueur égale à'ia somme des deux 
lignes données ^ de décrire sur el)e. une demi-circonférence, 
et d'élever une perpendiculaire par le point de jonction des 
deux lignes. 

C'est par suite dé ce théorème qu'on pourra tilâUâibriner 
un rectangle, un triangle et un polygone donnés ei^^i^ficavre 
équivalent, ainsi que nous l'indiquerons plus loin, j^ . 

THÉORÈME VIII. 

257. Lorsque deux cordes se coupent dans un cercle, lé* 
rectangles construits sur leurs parties tespectives sont équi- 
valens entre eux. 

On énonce ordinairement cette proposition en disant que 
Ifeà côkiièir èe éoiipëlit è)i pahiès i^ciproquemenf pt^ortAri' 
nWttes. 

SdtefJt leà deux t&càeë AB , CD (figi atàj) qui se èbu^nt 
en O; étt joignant leurs èxtréiûités nods- fo'rmei*ôns les dèrax 
triangles AOC, DOB qui sont équiangles : car l'angle A==D, 
comme ayant pour mesure commune la moitié de l'arc GB ; 
l'aigle C =2 B comme a^fànt pour mesure |AD s donc les 
cdtés fiomoiûgaes donneront la proportion A0:OD::0C:0B; 
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d'où AO X OB =: OD X <K3 ; ce qui démontre le f>nncipe 
éÀOifcé. 

ScoUe. Les deux cordes peuTent se couper sous iin angle 
quelconque et être perpendiculaires , et si , dans ce dernier 
caS| Tune d'elles passait par le centre, on retomberait daas 
le théorème pre'cédenti qui , comme on voit , n*est «pi'un cas 
particulier de celui-ci. 

THÉORÈME IX. 

358. Deux sécantes qui partant étun même point vont 
tHfuper une circonJIStence , sont réciproquement proportion-^ 
nettes à leurs parties extérieures; c'es^ànlire que Us rectan* 
^les construits sur chacune de ces sécantes et sur sa partit 
extérieure sont équivalent. 

Soient les deux sécantes OA , OC (fig. .226}; joignons les 
points d'intersection BG et DA pour former les triangles OBC, 
ODAy qui sont semblables , comme ayant les angles égaux, car 
A t:?:C = iarcBD, et Tangle est commun; ces triangles 
aurotit donc les côtés proportionnels; ainsi 

AO : OC :: DO : BO» 

d'où AO X BO s=s oc X DO. 

THÉORÈME X. 

2Sg. Si éCun point siiué hors (fun cercle on mène une tan^^ 
génie et une sécante, ta tangente sera mcgrènne proportionnelle 
entre la sécante et sa partie extérieure. 

Soit la sécante OB et la tangente OT (fig. 229) ; joignons le 
point de tangence aux points d'intersection A et B, et nous for* 
merons deux triangles 0TB, OTA qui seront semblables ; car 
ils auront l'angle commun et l'anime OTA = B , comn^ayant 
pour mesure conmiune 7 arc TA ; ces triangle donneront doue 

OB : OT :: OT : oa, 

d'où OT = OB X OA. 

Ai^si/lé carré de la tangente OTest équivalent au rectangle 
construit sur la sécante OB et sa partie extérieure OA. 
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Scolie. Il peut arriver que la partie intérieure AB dé la 
sécante OB , soit égale à la tangente OT , et dans ce cas cette 
sécante serait coupée au point A , de manière que 

AB = OBxOA. On désigne cela en disant que la ligne OB 
est divisée au point A en moyenne et extrême raison. 

De plus, si pendant que la partie intérieure ND est égale à 
la tangente AB (fig. 280) , la sécante AD passait par le. centre 
du cercle y le théorème précédent offrirait un cas remarquable ; 
en eiFet, la proportion 

AD : AB :: ab : an 

donne AD — AB : AB :: AB — AN : AN ; mais d'après Vliy- 
pothèse^ le diamètre ND=AB) ainsi AD— AB=AD—ND=AN. 

D'ailleurs ) si Ton porte AN sur AB en AP, on aura 

AB — AN = AB — AP=PB; donc la proportion ci-dessus 
deviendra 

AP : AB :: PB : ap, 

d'où AP = AB X PB ; c'est-à-dire que si l'on porte la partie 
extérieure AN de la sécante AD sur la tangente AB , celle-ci 
sera divisée au point P de la même manière que AD l'est au 
point N. 

Cette propriété fournit un procédé pour diviser une ligne 
donnée AB en moyenne et extrême raison; car le rayon 
CE E=s ^ AB indique qu'il suffit d'élever par son extrémité B une 
perpendiculaire BG égale à la moitié de cette ligne, de dé- 
crire avec cette moitié une circonférence qui sera tangente à AB, 
de joindre l'autre extrémité A au centre C , et de porter AN 
de A en P. 

Les trois théorèmes ci-dessus ont une telle liaison, qu'on 
peut dire qu'il ne sont qu'une extension l'un de l'autre. Nous 
Terrons plus loin leur utilité. 

THÉORÈME XI. 

a6o. La tangente commune à deux cercles coupe la ligne 
des centres en parties proportionnelles aux rayons de ces 
cercles. 
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Cette tangente peut avoir deux positions différentes (fig. 23 1) 
TS et MN. 

1®. Soit d'abord la tangente MN ; par les centres A et B , 
menons les rayons AM; BN aux points de tangence et nous 
aurons deux triangles rectangles OBN, OAM qui auront un 
angle aigu égal en et seront semblables^ d*où la proportion 

OA : OB :: AM : 'bn. / 

2?. £n second lieu, soit la tangente TRS ; en nenfeinli les 
rayons AT, BR, nous formerons ausû deux triangles rectangles 
SBJB, STA qui leur seront semblables et donneront 

SB : SA :: br : at. 

Donc le principe est vrai dans les deux cas. 

Scolie. Il y a toujouirs possibilité de mener deux tangentes 
communes à deux cercles par un point extérieur, et le théo- 
rème ci-dessus en donne le moyen , comme nous le verrons 
dans les problèmes placés à la fin de ce chapitre. 

THÉORÈME XII. 

261. Le côté du décagone régulier inscrit dans un cercle est 
égal à la plus grande des deux parties du rayon dis^isé en 
moyenne et extrétne raison. 

Soit AB le côté du. décagone inscrit au oerck CA (fig. 282) , 
son angle au centre AGB s= 1^ = 36^ ; par conséquent chacun 
des angles A et B.à la base du triangle isoscèle ACB . vaut 

— = ^2®, et est double de l'angle au centre. 

Si donc on divise l'angle B en deux parties égales j par la 
ligne BO , cette ligne déterminera deux autres triangles isos-> 
cèles BOC, BOA , car l'angle OBC = OBA = C = 36*» , et par 
conséquent l'angle extérieur B0A = 2.C=: ^2® = A. Ainsi 
l'on aura dpnc OB=:;:OC=AB; mais les deux triangles isos- 
cèles ACB , ABO étant équiangles et semblables, donneront 
la proportion 

AO : AB :: ^ab : ac, 
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Uquelte deyient , à canse de AB s= OC , 

AO : 6c :: OC : AC; 

d'où QC == AO X AC. Doue h gvwd «egmenl OC , 4u myon 
CA àifm eu moyenne et eztrêmfB rnsQ^»* f^ )» même ickose 
que te €Àté da d^ca^ne inscrit. 

CoiiOLLAiRE. — De là résulte un procédé bien simple pour 
inscrire un décagone régulier à un cercle donné CA, car il 
suffit de dvnaev son rayo» jen moyenne jst extrême raison , et 
de porler le plus grand aegment smr la circonfi^ence qû le 
contiendra dix fois exactemusnt. 

Le décagone étant inscris , si Ton joint jies sommets deux à 
deux , on obtiendra un pentagone régulier inscrit. 

Enfin y si du point A on porte le rayon AC sur la circonfé- 
rence en AN , on aura arc EN = AN — AB=g — '-^ = H^^ ^ 
circ6nférence ; ainsi la corde BN sera le côté du pentédécagone 
inscrit. 

On pourra , en divisant tous les arcs successifs , inscrire tous 
les multiples de lo et de i5. 

§ ly. —RAPPORTS DES POLYÇONES SEMBLAPLES. . 

26a. La similitude, dans les polygones, ett la eomrce de 
certaines relatLons constantes qui existent entre* leur étendue 
et la longue^ de leora côtés ^ et i^u moyen desquelles pu peut 
trouver la surface de tous les polygones semblables A ini; p<4y-> 
gone donné ^ dès que Ton connaît celle de ce dernier* 

Nous allons les développer, 

THÉORÈME ft»'. 

26a. £^s surfaces 'de deux triangles qui ont un angle égal , 
sont proportionnelles aux rectangles construits sur les côtés 
qui comprennent cet angle. 

Soient les deux triangles ABD^ €J>d (fig. a33) qui ont 
l'angle A = a; portons le petit a^^sur le grand, en faisant 
coïncider les angles a et A, pour que àbd prenne la position 
de AMN ^ et menons la diagonale MB ; nous formerons ainsi un 
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tr^gle proT^soire ^KB qni ^o^tlaQ ^f^i^ ç^mt^^ ^ chacun des 
deux autres : car les deux friaugle^ AWf, AUB 401 Q4I I9 spm- 
met M cQ^mun y et les ba^es sur na^ ^m^ Mgafi AB ouf 
meo»^ l^auteii^, et sopt p^ppoi^tionn^ls ji leurQ Jbasfls; immis 

AMN : AMB :: an : ab. 

Jàe même les deux trrangleâr AMB et ABD ont aussi même 
hauteur et donneat 

AMB : ABD ;: AM : AD; 

en multipliant ces deux proportions par ordre, et en suppri- 
mant le facteur commun AMB j nous obtiendrons 

AMN : ABD :: an x am : ab x ad ; 

ce qui àémonj^e le principe énoiic^ > puisque AN == ab et 
AM = û£f. 

Corollaire I, Les triapgles proposés seraient e'quivalens, 
si les produits AM X AN et AB X AD étaient égaux^ 

CpaoLLiiiMB a. Les triangles rectangles sont donc pro- 
pmPliflMiliels aux rectangles ides côtés qui comprennent Kângle 
droit. En efiiet, chaque triangle rectangle est éTidemment la 
moitié du rectangle qu*i) déjtermine. 

Corollaire 3. Deux triangles équilatéraux sont propor- 
tionnels au$ carrée construits sur un de leurs côtés , ainsi que 
deû triangles isoscèles équiangles entre eux. Car, dans ce 
cas les deux côtés étant égaux ; leur produit donne le carré |3e 
Tun d'eux. 

Corollaire 4* ^^ triangle ABC étant donné (fig. 234 )i 
si Ton cherche une moyenne proportionnelle P enire deux 
de SCS côtés ABj AC, et que Ton prenne A|if = AN == P, on 
formera un triangle isoscèle AN]^ équivalent à ABC. 

THÉORÈME II. 

264. Les surfaces de deux triangles semblables sont pro^ 
parUonnelles aux carrés de leurs côtés homdlogues. 
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Si les deux triangles ÂSDfObdy sont semblables (fig. 235) j. 
et que des sommets homologues A et a , on abaisse des pef* 
pendiculaires sur les bases , on les divisera en deux triangles 
rectangles qui seront respectivement semblables , car APB et 
apb ont Tangle aigu B = A , et APD , apd l'angle aigu D =: <f 
(n«a43). 

Mais les. triangles semblables ABD, abd donnent la pro-^ 
portion 

BD : bd :: AB : aby 

et les triangles semblables ABP, abp^ cette autre 

AP : ap :: ab : ab. 

Si l'on multiplie ces deux proportions par ordre, on ob- 
tiendra 

BDXAP : bdxap y. ÂB* : ab] 

, . BDxAP . bdxap ., — • , --• 
ou bien : *- :: AB : aô. 

^ 2 2 

Mais le premier terme exprime la surface du grand trian- 
gle ABD , et 1^ second celle de abd; donc ces triangles sent 
proportionnels aux carrés de leurs côtés homologues. 

THÉORÈME III. 

265I '.Dans tes poljrgones semblables , tes périmètres sont 
proportionnels aux côtés homologues , et les surfaces le sont 
aux carrés de ces mêmes cStés, 

Soient les deux polygones semblables kRCOE^abcde (fig. 209)^ 
par suite de leur similitude , on aura 

AB : ab :: BC ibcV.GDlcd :: DE : de :: EA : ea; 

et si l'on fait la somme des antécédens et celle des consé- 
quens , on obtiendra , d'après les propriétés des proportions ^ 

AB+BC+CD-fDE+EA: aô+*c+cJ-Me-f.ea : : AB :«& , etc. 
Donc ,1'*. le périmètre du premier polygone est au périmètre. 
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du second j comme un des côtés du premier est à son homûr- 
k^e dans k second» 

En second lieu y nous avons vu, d'un côté, que les poly* 
gones semblables sont composés d^m même nombre de trian- 
gles senAlables, et de l'autre, que les triangles semblables 
sont 'proportionnels aux carrés de leurs côtés homologues; 
nous aurons donc 

ABC : €i6c :: AB : ô**:: Xc*: ac. 

Mais les triangles ACD, acd donnent 



-» ' 



ACD l acd :: AC : ac :: AD : ad; 
ainai , à cause du rapport commun , 

ABC : abc :: acd : acd :: 15* : âb\ 

De même, les triangles tianblables ADE, ade fournissent la 
proportion 

ADE : ade :: AD : ad :: AB : ab^ 
et par conséquent on aura 

ABC : abc :: ACD : acd :: ADE : ade :: AB l ab; 
d'où l'on tire 
ABC + ACD + ADE : abc + acd + ade :: Afi* : ab\ 

Donc , enfin , la sur&ce du grand polygone et celle du petit 
sont comme les tarrés de leurs côtés ou de leurs diagonales 
homologues. ' ' ' 

Scolie» Cette proposition démontre que les étendues qu'on 
peut renfermer entre des lignes ne sont pas dans le rapport des 
longueurs de ces lignes et qu'elles croissent plus rapidement 
que ces longueurs . 

En effet , puisque les périmètres des polygones semblables 
sont proportionnels à leurs côtés homologues , et que leurs 
surfaces sont proportionnelles au carrés de ces mêmes côtés^,. 
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il e^t <4air que ù mr deugiL ^gnes double^ Tune % Tw^ » 
on construit deux polygones semblables I Ifi p^ifpèffiÇ <d^ Tnfi 
serai doffblf ^e i^l.ùi de l'aide , 1t^Q.di$ qfxe ûf P^^f^ce ^u pre- 
mier sçpi q^BfJjrppîjB 4g çe^!/e di» secoi|d. Si Je? Jignjç^ <tWWt 
^îpk»f.flîia4TOPÏ*?^ P^' J-Vne 4elWTe94e9 PWjpè^pef fe- 
raient ^rip^y qi}a4r9pl«8| «te. , et le$ /sur/E^c^ç ,;* i ; 9, f»n . 
bien :: i : 16, etc.- 
Enfin , les deui; .c^tés homologues étant entre eux 

0% I m 2 • O • Z^ «9 • •••••••••••• • IO« 

Les périmètres sont :: i : 2 :' 3' : 4 t 5 : : 10 

etlessur&cff. ... ;f^ i : 4 ' 9 T^^ • ^^ «••• : 100. 

THÉORÈME IV. 

266. Les jférin^ires des polygones réguliers ^ if un même 
nombre de côtés, sorU proportionnels aux rajons des cercles 
inseriu. al fiiMcmtcrUt > et hsuns sui^aees tânâ (^mtme tes otvrés 
des mêmes rajons. 

En effet ^le^ pqlygpneç ii^jguUefs d'i]in mêm^ nombre de côtés 
sont par cela même semblables, et décomposables en un même 
nombre de triangles semblables. 

4insi soient y p^r exemple, les deux be^agoqef ABCPEF, 
abcdef{ûg. 236). Si de leur centre respectif on mèiie les rayons 
Okj OB,OG, etc. y oay ob, ocj etc., et leurs apothèimsjOP, OM, 
ON, etc. f opfOm, on^ etc., on divisera chaque hexagone en 
douze triangles rectangles égaux entre eux, et semblables aux 
douane 4^ Y^^ifXfe. Tous ces ti^ngle^ aijiront poi^ hypof^i^use 
le r^yojji dû cercle çijxppscrU , et pouf un des côtés de ^'an|^e 
droit le rayon du cercle inscrit , et donneront deu^ f^fî^ d^ 
f apporti^ i^enfiq^s aux soiva^^ : • 

AP : ftp :i OA : w :: OP : 40 
et APO ; apo :: oÂ' : ôa :: op' : op\ 

et en fwaift ^m& cef d^ipc séries la sonune des juDtép^oç et 
c/slle d^ conséqu,en9 , on trouvera que 

AP+BP+BM+ etc. : ap^bp +ém+ etc. \\Qk:oaV. Oflop , 
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APO + EpB + BUfO +. etc. : 4ipo »+ /»* 

4- bmo -f etc. :; OA : oa ;: OP : op\ 
Ce qt|i dé^iQAtps le ti^éot^me lémnèté. 

THÉORÈME V. 

267. Les cirçof%fércnce9 4(ss cercles f^f^ prvppfffpmifilhs ^ 
leurs rqjrpns, et les surface^ ^ aux ç^rr^s de ces mêmes rqjrpffSé 

Cette proposition n'est qu'an corollaire de la prëcëdente , 
car les cercles ^tant^des polygones réguliers d'une infinité de 
côtés, spnj^itw) semblables eati» eux; «( comme «KaiUeurs la 
prpfAT^ionnalit^ înd«iUiée est ^raie , quel que soit le nombre 
des côtés des polygones que Ton considère , elle le «ara au3si à 
la limite, c'est-à-dire, Iprsque les deux polygones se con- 
fondent avec les cercles inscrit et circonscrit ; donc enfi^ .dans 
totis les cercles, les circonférences sont piroportionnelles à 
leurs rayons ou à leurs diamètres^ et les surfaces te sont au^ 
carrés de leurs rayons ou de leurs diamèitres. 

CoBxniMKÊf Los secteurs semblaMes , c'est-àniiTlê , ceux qui 
correspondent A de| angles au centre égaux , jouissent de la 
même pro|(rjuété que les cercles ; ainsi Içurs arcs softt proportion- 
nels à leurs rayons , et leurs surfaces aux carrés de ces rayons. 

Scelle. Le théorème précédent nous prouve donc que le 
rapport qui existe entre la longueur de )a circonférence d'un 
cercle et celle de son rayon (ou de son diamètre) est cons^ 
Uint/ ^'^^rA-4il« nu» ^ofttes les circonférei^cea diiâsées par 
toirs^af QD9(QU.p»rîeu»i4iitfQèire^ reqiciçtifcdonniçotlekmèQie 
qjULOtient. f^ i^oi^quent^ si Vpn pajrv.qt^it à .^^'^^fi^îl^l^ If 
longueur d'une circonférence décrite avec un rayon connyï , ^a 
pourrait , par une sifo^ proportion , troi^vep çeUe 4e pfiiUu^les 
circonférences dopt les rayons seraient donnés. 

On çfjt danf l'usage de représenter pair 9- le rapport ^cppstant 
de la circonférence au diamètre , ou bien Fe^pressipn numé" 
rique de la longueur de la circonférence dont le diamètre seraii 
Tuniti linéaire. 
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La connaissance de ce rapport est d'un grand secours , et il 
importe donc de le déterminer , ne serait-ce que pour aplanir 
la di£Sicultë qu'on trouverait à prendre directement la mesure 
d'une circonférence et à l'exprimer en unités linéaires ; car 
alors il suffira de multiplier • par «■ le diamètre du cercle 
donné, pour avoir la longueur de. sa circonférence. 

En effet , si R représente un rayon quelconque , on aura 
pour son diaiiiêtre aR; et puisque les circonférence sont pro- 
portionnelles à leurs diamètres , on posera ta proportion 

I : aR i: «* : circonf. R, d'où cirçonf. R =s 2«-& 

(w étant la circonférence dont le diamètre est l*anité )• 

Mais la détermination de la valeur numérique de w dépend 
des problèmes suivans : 

PROBLÈME !•'. 

268* Troui^r faire et la longueur du côté du carré, inscrit, 
ainsi que du triangle, dethexagone et du dodécagone réguJUer» 
inscrits , quand on connaît le rayon, 

I®. Soit le carré inscrit ABCD (fig. 237), et représentons le 
rayon du cercle par R, Le trimigle AOB, qui sera rectangle et 

isdscèle, donnera AB = R -j- B^ == 2R9 ou bien 

ïb' : R* :: 2 : I ; 
d'où AB : R :: i/T : i. 

C'est^à^*dii€ que le carré inscrit est double' du cùrté du 
mffon, .et que la longueur du carré inscrit est exprimée par 
}/ 2. ^lorsque le rajron est t unité, etpar'R^Zj quand ce rayon 
est R. 

2** Soit l'hexagone régulier inscrit ABCDGH (fig. 238) , dont 
le côté est égal au rayon ; sa surface vaudra six fois celle du 
triangle équilatéral AOH. Or, surf. AOH = ^ AH XOP ; mais 
AH = AO = R, AP = ^ AH = i R -, et le triangle rec- 
tangle AOP donne OP = S/To— ÂP'=v/R*-iR»=:/|R^, 
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d'où , en- extrayant la racine OP =4RV^3'. En substi 
tuant ces valeurs dans l'expression de AOH, on aura 

AOH=;xiR X iRv/5 =i R'l/3. 

Par conséquent , la surface de rhexàgone 

ABCDGH = 6 X i R* ï/3;= I R» V/3. 

3^. Soit le triangle ëquilatéràl inscrit ACG; en menant les 
rayons OA , OG , on formera un losange AOGH qui donnera 
(n-igS) 





AG + OH s= 4. AO ; 


d'où 


AG' = 4 . AO't- oh = 3 . A0% 


donc 


AG : AO :: 3 : I , 


et 


AG : Ào :: 1/3 : i ; 



c'est-à-dire, qiie le côté du triangle équilatéral inscrit edt ex- 
primé par V^S^lorsque le rayon est l'unité, etpar R ^3 quand 
ce rayon e»t R. 

Maintenant le triangle isoscèle AOG, qui est le tiers de 
AGG, est facile à évaluer, car oâ a AOG = AG X ï OQ, mais 

0Q= k OH = iR, donc AOG = Rl/3xiR«iRV3 ; 

et par conséquent ACG = I R* i^ 3. 

La surface du triangle inscrit est donc la moitié de celle de 
rhexàgone. 

4®. Soit enfin AK le côté du dodécagone ;~«a surface sera 
égale à douze fois celle du triangle isoscèle AOK; mais on a 

AOK = i OK X AP = i R X i R = JR*; 

donc le dodécagone AK = t2 X i R^ «s 3R^y c'est à-dire que 
la surface du dodécagone inscrit est le triple du carré du rayon. 
En résumant ce qui précède on voit que dans le cercle dont 
le rayon est l'unité linéaire , on a 
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Surface du carré inscrit == 2 et côté =1/2 -, 

Surface de rhexâgone indcrit. . =^ t/ 3 et côté = 1 ; 
Surface du triangle inscrit .... = ^ t/3 eteôté := |/3 ; 
Surface du dodécagone inscrit. . • =3 

On pourrait pousser plus loin ces calculs et les étendre même 
aux polygones circonscrits ; iuais le problème suivant pourra 
suppléer â ce travail. 

PROBLÈME U. 

269. Étant donrtëès, la surface àCunpotygons régulier ins-> 
crit, et celle dtun poljgone semblable circonscrit au même 
cercle, trouver les surfaces despofygones réguliers inscrit et 
circonscrit itun nombre de côtés double. 

Soit AB (fig. 239) lé côté Su polygone régulier inscrit, et 
GH le côté du polygone semblable circonscrit. Menons au 
point de tangence le rayon CM qui sera, perpendiculaire à GH 
et à AB y et passera |iar leui-s oiilieux D et M. Joignons AM qui 
seri^ le côté du polygone régulier inscrit d'un membre de côtes 
double ; et aux points A et B menons des tang0tilea AR et BS 
qui détermineront le côté RS du polygone circonscrit d'uu 
nombre de côtés double. Enfin , joignons CR qui sera perpen- 
diculaire à AM et passera par son milieu. 

Gela ^osé ^ représentons par P là surface du polygone in»' 
crit dont AB est le côté , par Q la surface du polygone circons* 
crit dont GH est le côté; par/> celle de rinscrit AM, et par q 
èeUe du élrcMsiitit RS , et chércbbns les relations qui existent 
entre ces quatre quantités. 

Pour cda, observons qde les triangles AGMyRGSj ACD,^ 
GGM sont chaétin ^ une même fraction des polygones respec- 
tifs/?, g, P, Q, car ACD = { ACB et GCM ^ { GCH. Par con* 
séquent , ces quatre triangles ont entre eux les mêmes rap* 
poru que les quatre polygones. Ainsi , l'on aura d'abord les 
nroportîohs 

ACD : ACM ::?:/;, 
ACM : GCM :: p : Q. 
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Mais ces triangles ACD, ACM ont métife hauteùt AD ec sont 
entre eux comme leurs bases CD, CM ; 4'où 

ACD : ACM y. CD i CM. 

De même, les triangles ACM et 6GM qui ont même bwr 
teur sont entre eiix comme leurs bases CA, CG. et Ton a 

ACM : GCM :: CA : CG; 

waîs^ à cause des parallèles AD, GM, on a aussi 

CD : CM :: ca : cg. 

Donc , à cause de ces rapports égaux , les deux proportions 
ci-dessus donneront 

ACD : ACM :: acm : gcm: 
outeén P i p :: p : Q; 

d'où /?* dbtiP K O^t/i = y'F X Q (0- 

Donc^ le pdijrgohe inscrit d'un nombre tiê^câtév, double est 
moyen proporttmhél entre les deux polygones donnés. 

En scçottd lien ^ léd triàfagks MCR , RCG , ayant même hau- 
teur cm, flottt entre eux cèmme Içmrs basies RM, RG^ et Td» a 

MCR : RCG :: rm : rg. 

Mais la ligne RC divise l'angle MCG en deux parties égaies, 
car les deux triangles rectangles CMR, CAR sont égaux ; donc 
elle divisera (:^^ 'uSo) la base CM en parties proportiondelles 
aux côtés CM| CG, d'où 

RM : HO t: CM 1 tG :: cd : ca ou cm, cai^CA= cm 5 

Par suite MCR ; RCG :: CD : CM; 
mais nous atôiis trouvé ci-dessus CÎ):CSiitÀCÎ):ÀCM::P:/7 j 
lione . MCR ; RCG :: P : /? ; 
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de là no.U8 déduirons MCR : MCR -^ RCG :: P : P -f /i ; mais 

MCR + RCG = MCG et MCR == '- RCS; 

ainsi nous aurons ^ RCS : MCG *: P : P + Pi 

ou bien RCS : MCG :: aP : P + />; 

or, par hypothèse , 

RCS : MCG :: q : Q, 

et i cause du rapport commun , nous obtiendrons enfin 

q : Q :: aP : p +/?; 

d'où y(P+p) = 2PxQ et y=Ç^. (2) 

Ainsi donc , lorsque nous connaîtrons les éurfaces de deux 
polygones semblables j inscrit et circonscrit au même cercle, 
nous aurons^ pour déterminer les surfaces des polygones ana- 
logues d'un nombre de càtés double f les forinules suivantes : 

p =.Vp><Q", (I) q =. ~^. W 

Dans ces expressions, les lettres P et Q peuvent représenter 
successivement tous les polygones réguliers; ainsi cm formules 
sont générales et serviront pour tous les cas. 

PROBLÈME III. 

270. Trouver le rapport de la circonférence au diamètre. 
Pour résoudre ce problème, nous nous rappellerons que le 
cercle est la limite des polygones inscrits et circonscrits , et 
que la circonférence est celle des périmètres de ces mêmes 
polygones; ainsi ce sera le cas de Caire Taj^lication des for- 
mules ci-dessus , car si un cercle étant donné on calcule di- 
rectement la surface d'un polygone régulier inscrit et celle 
d'un polygone semblable circonscrit à ce cercle , et qu'on 
substitue les valeurs trouvées à la place de P et Q dans les 
formules (1) et (a) , on obtiendra les surfaces p et q des po- 
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lygones d'un nombre de c^tés double; ensuite Icsvilleurs 
Ae p etq mises eilcore à la place de P et Q dans les mêmes 
Tormùles, donneront des polygones d'un nombre de côtés 
quadruple , et Ton pourra continuer ces substitutions jusqu'à 
l'infini , pour arriver à la surlace du cercle lui-même , de 
laquelle on de'duirait la circonférence , le diamètre et leur 
rapport. Il s'agit donc d'avoir un point de départ; mais 
comme le rapport de la circonférence au diamètre est le 
même pour tous les cercles , ce point est indifférent. 

Ainsi supposons, pour plus de simplicité, que l'on décrive 
une circonférence (fig.. ^4^ ) *^^^ ^^ rayon OA égal à l'unité 
linéaire , et qu'on lui inscrive et circonscrive les carrés 'ABGD, 
M17GH. lie caxré inscrit ABGD sera double de celui du rayon 
(n® 268), tandis que le carré circonscrit MNGH ayant le dia- 
mètre ou le double du rayon pour cÀté, aura une surface 
quadruple du carré de ce même rayon. Nous ferons donc 
P = a et Q = 4 '^^ l^s formules ' , 



,V<JPXQ et ,î = ^^, 



I p ^ ,K-* /^V «^* ,Sf — > p ^ f 

qui deviendront alors 

;? =VaX4 = 1/8 = 2,8284271, 

2 + v^8 , ,2+ y 8 

Ainsi nous aurohs 2,8284^71 pour la* surface de Ifoctôgfone 
régulier inscrit, et 3,' 3 1 3^ 685 pour celle de Fioctôgotie* cir- 
conscrit. ' ' ■ .; 

Si niaintenant nous remplaçons dans le& mêmes' formules P 
et Q par les valeurs trouvées ci-dessus , nous aurons pouf les 

polygones inscrit et circonscrit de 16 côtés ' 

' _ ♦ 

p = 1/2,8284271 X 3,3137085^3,0614674, 

2.2,8284271X3,3137085 , o r 

^ = a,fe84a7, + 3,o6.46H "= .^' '^"^'9- 

12 
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Su coatiauaBt «ioai y nous obCie&droDSsucessiTenientppur/^ 
«t jffowc a des videurs qui kont eu s'approd^ant et tendront à 
41» 4Qpofondre , car dès la ii* opération j» on trouTe pour lei 
«Uifii^s dès polyfone« de 8iga côtéa 

jp = 3,i4i59s3 et ^^sB^i^iS^aiB. 

Hab nous avons vu que le cercle est toujours compris entre 
les polygones inscrits et circonscrits dont il est la limite 
(n*^ 176) ; par conséquent ces valeurs , qui ne différent qu'à 
l^tir de la septième décimale , peuvent, sans erreur sensible, 
être prises Tune ou Vautre pour la surface même du cercle. 

Donc j la surface £un cercle dont le rayon est Funité ii' 
nêaire , est exprimée par 3 , 141^ ^nités de sutface, 
^ %^t. Kaas pouvons maintenant déterminer la valeiu* du 
i9^pport or. En effet, il a été démontre (n* 210} que la sur- 
liprâ d'^m oercle est ^le à. sa circonférence multipliée par 
la moitié du rayon; ainsi le nombre 3^141 5g pevt être rt^ 
gardé comme le produit de là Qrconférence du cercle dont le 
rayon est Tunité multipliée par la moitié de ce rayon , c'est- 
i ■'^ dire qu'en représentant t»tte drcohférence par C , on 
pourra poser Gxî='3,i4i59; d'où Cs6,a83i8 unités 
linéaires. 

Mais puisque le rayon c0i l'unité, le diamètre vaudras, 
et le rapport de la circonférence au diamètre sera 6,283i8:a, 
rapportq«iaé.rédiwlà3,i4i5g : i ; donc» =3^14159. 

Ainsi , la circonférence de tout cevcle est 3, 1 41 5g fois aussi 
iongue que son diamètre.; par conséquent , la circonférence 
décrite avec on rayon ^1 & xtiv deminnètre aurait une lon-f 
gqieur de 3", 14169 , et cdle dont le rayon. serait 5 mètres 
iraadr9it:3i"»4i5g. 

En générait ^ sayon d'un cercle étant R, son diamètre 
sera a.R, sa circonférence a^rR et sa surface as-RxîR=^R*. 

Ainsi , dès que l'on connaîtra le rayon d'un cercle , on trou- 
vera fadtenieBt sa circoolérence ou sa surAtoe, en multipliant 
le nombre constant 7rs£s3,i4i5g par 1^ doublé ou par le 
carré de ce rayon. 
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Le rapport cMedsus, pour lequel nous noué sonunes anfcés 
à la çiaqwème décimale , ce qui suffit dans la pratique , a été 
poiissé jusqu'au-delà de la i5o^; mais une parriUe a{^>roxi<* 
mation est fastidieuse. Cependant , comme on peut quelque-» 
fois avoir^ besoin d'une valeur plçs approtchée que la précë* 
d«nte ^ ;aous en dQiluei*o»s ici uue avec ao décimales 

w sa 3,141592653589793^3846. 

372. Dans Tantiquitë, Archimède avait trouvé que le rap- 
port de la circonférence au diamètre était compris entre 3 f| et ^ 
3 f^- y et la première approximation 3 ^ ou -^ est encore en 
usage à cause de sa simplicité. 

Une autre valeur de ce rapport» attribuée à Métius/ est 
ie 141 ; mais tout cela ne vaut point la valeur de «■ trouvée 
ci-dessus. 

Les anciens géomètrep se sont beaucoup occupés du fameux 
problème de la quadrature du cercle , qui avait pour objet 
de construire un carré équivalent à un cercle donqé. On con- 
fit que pour le résoudre il faudrait trouver une moyenne 
proportionnelle entre la circonférence et la moitié du rayon 
de ce cercle; mais comme la circonférence ne peut s'obtenir 
que par approximation , ce problème devient impossible , ou 
du moins il ne peut être résolu qu'approximativement. 
THÉORÈMEIVL 

273. Si sur les côtés d'un iriangU reêUngle on conHruk 
trois figures semblables, la surface de celle correspondant à 
thjrpot4msc serpL égaie à la somme des sutfif/çcs des deux 
autres, ' 

Soit le triangle rectangle ABC (Gg. 241) sur les côtés duqtlel 
QH .9^ trsifcé les pplygoues semUnblks M, K, P* 

Par suite de leur similitude , ces polygones fourniront le^ 
proportions 

M : N : p :: AC :"bc': ïb! 



.« 



Jtfais i^ trjiaiigle rectangle* donne A€i=BG 4. AB; donc on 
auraM==:N4.P. 

12.. 
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Quelle quesoit la forme que Ton donne aux figures M^ N, 
P, pourvu qu'elles soient semblables, la relation ci-dessus 
existera toujours. 

. THÉORÈME VU. 

274. Si sur les trois côtés et un triangle rectangle on décrit 
des demi'cercles dirigés dans le même sens, la somme des 
lunules sera équivalente à la surface du triangle. 

Soit le triangle rectangle ABC (fig. 242), sur les côtés duquel 
sont tracés les demi-cercles GAMB , ANB , ApC , on aura 
CAMB=ANB4- A/îc. Or, si du grand demi-cercle CAMB on 
retranche les deux segmens cjA + AMB, il reste la surface 
du triangle; tandis que si Ton retranche les mêmes segmens 
des deux petits demi*cercles , on aura pour reste les lunules 
Apcq et ANBM , donc le triangle ABC r= Apcq -f ANBM. 

THÉORÈME TIIL 

276. La couronne comprise entre deux cercles concentriques 
est équivalente à Un cercle dont le diamètre serait la corde du 
grand qui est tangente au petit. 

Soient les deux cercles GT, GB ( fig. 243) , et la corde ÀB 
tangente au petit cercle. Observons d'abord que quelle que 
soit la position de cette corde elle aura toujours la même 
longueur, comme étant à une distance constante du centre. 

Il est bien évident que la couronne est égale à la différence 
des deux cerdes GB etGT; ainsi, en la représentant par X, 
on aura ^ . 

Gôuronne X = ^CB — wGT == x(cB — ot). 

Mais la tangente BT et le rayon CT, formeront un 

triangle rectangle GTB qui donnera TB=rGB— CT; donc 

XnîsrTB : c'est-à-dire que la couronne est équivalente à un 
cercle qui aurait TB pour rayon ou AB pour diamètre. 

276. La proportionnalité qui existe dans les figures sem- 
Uables entre leurs surfaces et les carrés construits sur leurs 
côtés homologues est une source intarissable d'où le géo- 
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■Mise tire la solulion du plus grand. nombre et des plus im- 
pcHrtimtes questions qu'il peut avoir à traiter. Il est donc de 
toute rigueur que les élèves s'appesantissent sur ce quatrième 
diapitre , et qu'ils ne le iranchissent qu'après l'avoir bien, 
compris. Au reste , pour les familiariser avec les nombreux 
principes, qu'il contient , nous allons noua proposer la réso- 
lution de divers problèmes. 

5 V. — PROBLÈMES RELATIFS AU QUATRIÈME 
CHAPITRE. 

377. Les problèmes qu'on peut se proposer, sont de deux 
espèces , car les données peuvent être exprimées par des nom- 
bres ou par des quantités indéterminées ; d'où , la dénomi-. 
nation de problèmes numériques et problèmes graphiques. 

lia résolution des premiers s\>père par le seul secours de 
Taritbmétique et ne saurait offrir aucune difficulté, tandis 
que les problèmes graphiques exigent la construction de 
certaines 6gures propres k représenter l'état de la question. 

278. Hais pour représenter sur le papier un grand nombre 
de constructions auipquelles donne lieu la théorie des figures 
semblables, il faut être muni d'un instrument appelé échelle 
de proportion , dont nous allons d'abord indiquer la cons- 
truction et l'usage. 

On donne ce nom à une ligne droite AD (fig. ^44) y ^^i* 
gneusement divisée en parties égales mais arbitraires , dont 
chacune est destinée à représenter un nombre déterminé 
d'unités linéaires. Au moyen de cette échelle , on peut tracer 
sur le papier des lignes proportionnelles ^à celles qui existent 
dans la nature , car il suffit de remplacer les mètres trouvés 
snr le terrain par un nombre convenable de ces parties 
égales. ' 

Mus comme il est essentiel qu'une échelle permette d^- 
prendre des longueurs avec beaucoup dé précision , et d'ex- 
primer des fraction d'unités, on lui donne la disposition^ 
suivante. 
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Soit AM une règle en cuivre jadue parikitanent droite et 
unie , n nr lttc[iielle on tracera oaze lig^es^ parallèles ^kmcnt 
esj^cées. A partir dtt point A^ prenez des loingueurs égales AB, 
BG^ CD. ... (ces longueurs sont arbitraires^ mais il coalviedl 
qu'elles soient une fraction dëterminée du mètre) ; par ces 
points de division éleveat des perpendieulairés AGy Bfi, 
CL , etc. ; divisez AB et GH en *dix parties égales ^ et menés 
des okli<lues de Tun à l'autre de ces points de division ; enfin 
numérotez cet instrument comme Tliidique la figure. 

Le point B marqué zéro , est le point de départ ; BG repré- 
sente cent unités linéaires, BD deux cents, etc. , BX milk. 

D'un autre côté , BA=BGzs loo unités , et par conséquent 
efaaeune deis divisions comprises entre B et A vaut dix unités 
linéaires. Enfin les obUques servent à apprécier les unités 
Amples et les fractions. En efiet, les petits triangles sembla- 
bles Bia, Bâ£ f B3cf . • . donnent 

fil : BH :: la : hk:: i : lo, donc ia = -^HK= i, 
^B2 : BH :: 2Ô : HK :: a : 10, d'où 2d±=fHK = 2, 
etc. , etci.».. 

Donc on a successivement 3c ss 3.^ 4^ == ^ » etc. y çjK s= 9. 

Si Ton admettait que les distances 6A , BC, CD , ne repré- 
sentassent que dix unités, alors les divisions comprises ent/e B 
et A seraient des unités simples et les parties lâ, nbf 3c 
vaudraient successivement i^, i^r ï^^ • • • 1% ^ ^^^^ même 
unité. 

Cette construction' comprise , il est £M:ile 4e faire usage de 
l'échelle de proportion. 

Supposons qu'on veuille représenter sur le papier une dis^ 
tance trouvée égale à 256 mètres : on prend un compas, on 
pose une de ses pointes en M sur la rencontre de la perpendi- 
culaire DM marquée 200 et de la parallèle marquée 6 , on 
l'ouvre jusqu'à ce que l'autre pointe arrive en N , ^oint de 
rencontre de MN avec l'oblique marquée 5o ; alors M6=20O, 
K/= 5o , etye = 6 , d'où MN = 266. 

Cet exemple seul suffit, Passons à la solution des problèmes. 



Digitized 



by Google 



(CHAPITRE IV. 983 

PRMLÈME I*r. 

279. Diviser une ligne donnée en parties égalée. 

Soit la droite AB (fig. 245) ; par une de ses extrémités tireit 
sons un angle quelconque une seconde droite AD sur laquée 
foos porterex de A en D une ouverture de compas arbitraire 
aatant de fois que vous voudrec faire de parties égsSes (einq^ 
pacL. exemple); ensuite joignes l'autre extrémité B avec le 
dernier pbint D, et par les points de division m>, n,p^q^ 
menez des parallèles à BD qui viendront couper AB en parties 
^les Ar, rsfSt,.... car là ligne AB doit être coupée par les 
pamllèles de la même manière que la ligne AD (n** 236). 

' PROBLÈME IL 

280. Diviser uAe Jb^ite donnée en deux, Ums,qua»ré^ aie., 
parties pn^rtiannelles à des quantités connues. 

Soit la droite donnée AB ( fig. 246 )• Tirons par son extré- 
mité une autre droite arbitraire AC , sur laquelle no\u pren- 
drons y à partir de A, des longueurs AD , DD% D^D' , etc., 
égales aux quantités données H, M^, M', M*.... ; joignons le 
dernier point D* à B , et par les points D'yV^D^ menons des 
paraQèles à BD* , lesquelles couperont AB de la manière de^^ 
mandée; car^ à cause des parallèles , on a 

AA' : AD :: ax : dd' :: a^a* : d'd% etc. 

Pour é^ter Temploi des parallèles ^ on peut encore opérer 
comme il suit : sur la somme des lignes données AD* (fig. 247)^ 
fiutes un trîangler éqmlatéral et prenez , à partir du sommet 
0, des longueurs ORflaiOS=AB; ensuite joignez OD, OD^^ 
OD* et la droite RS=:=AB sera divisée de la même knanière 
que AD^(n*24o;. ^ 

Cette construcfion, qui est beaucoup plua simple que 
l'autre , peut aussi être employée pour le problème précédent y,. 
qui ne diffère pas sensiblement, de celui-cL 



Digitized 



b^ Google 



iS4 œOBS DE (^M]ÊTRIE. 

B|LOBLÈM£4^. 

281 . Trouver sur une droite donnée le point où elle est, 4î^ 
visée en^deu^. parties proportionnelles à deux, longueurs détçr- 
i^ùiées. 

Le procédé ci-dessus peut servii: à résoudre ce problème 
(Qg. !$4^) ; mais. il. est bou d'ipdiquer upe. solutioa différente» 

Soit AB la droite à diviser , et M, JH les longueurs. connues :. 

élevQiis deç^ perpendiculaires è. AB par ses extrémités A et B ; 

pi|renpn$.en) sens inverse AC =. BJ , BD»= N, et joignons CD>, 

qui déterminera le poinjt cherché ]!^ : car les triangles AXÇ^ 

DBX, sont semblables, et donnent 

» 

AC : BD :: ax : BX :: m : n. 

iin'^est pas nécessaire que AGet BD soient perpendiculaires 
k AB , il sufBt qu'elles soient paraUèlea entre elles. 

PRpBLÈlVtE IV. 

2182. ^^vuverune^qu<llrih^e proportionnelle à^ trois lignes^ 
4orméesUj N, P. 

Tirez deux droites AH^AG (fig.s49) sous un angle quelconque, 
et prenez ADssM , DG = N et'AE=P, joignez DE , menez GH, 
parallèle à DE, et Eli sera la ligjçie demandée ; car, à cause, 
des parallèles , on a AD :DG : : AE : EH , ou bien M :N : : P :EH. 

Dans cette construction , on peut faire partir toutes les lon- 
gueurs du sommet A et prendre AG^= N ; alors la ligne de- 
maadée serait AH'. 

Il peut se faire que parmi les quantités données M ^ N , P il, 
y ea ait deux d'égales; par exemple, N=rP ; mais on opère 
toujours de la même manière , e^t la droite obtenue EH est 
dite, dans ce cas, une troisième proportiQitneile aux. lignes 
M et p. Observons qu'alors P est moyenne proportionnelle 
eatre . M et EH. 

PROteLÈME V. 

283. Trouver une moyenne proportionnelle entre deux lignes^ 
données 'iS.,'S. 
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Pour cela (fig. sSo), Tappelous-nous que la pérpendica« 

laire abaissée d'un point de la circonférence sur le diamètre 

est moyenne proportionnelle entre les deux segmens dé ce 

diamètre. 

Ainsi , prenons sur une même droite AB des longueurs 
ADt=r])£;DB=N; sur AB, comme diamètre, décrirons une 
demi-drconférence , et au point D élevons une perpendiculaire 

qpi sera ïa ligne cherchée , car CD =s AD xBD = M X N. 

PROBLÊME VI. ^ 

284* < Diviser une droite donnée en mqyenne et extrême 
raison. 

Soit la droite M.(fig. a3o) ; prenons une longueur AB=M, et 
à l'extrémité B élevons U9Q perpendiculaire &G=>M=^AB: 
du point G , avec un rayon CB , décrivons, une circonférence à 
laquelle AB sera tangente y et menons par les points A et G la 
sécante AD ; enfin , portons la partie extérieui|^ AN sur AB de 
A en P , et P sera le point de division ( n^ 269 , scolie ). 

PROBLÈME VIL 

7&5^ Étant donnés une ligne MT et deux points extérieurs 
A efB^ décrire une circonférence qui passe par ces deux 
points et qui soit tangente à la ligne MT. 

Venez une seconde ligne par les points A, B (fig. aSi), 
qui coupera la ligne donnée en M ; cherchez une moyenne 
proportionnelle entre les longueurs MA, MB, et portez-la 
de M en T : alors ce point T sera le point de tangence , car. 
la tangente MT doit être moyenne proportionnelle entre 
MA et MB. Il ne s'agira plus que de faire passer une circonfé- 
lence par les trois points A, B, T , par le procédé connu. 

Si la ligne AB était parallèle à MT, il faudrait élever au mi* 
lieu de AB' une perpendiculaire qui irait couper MT au point, 
de tangence^ 
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PROBLÈME VlII. 

286. Mener une tangente commune à deux cercles donnés. 

Ce problème ( fig. a52 } est susceptible de deux solutions 
qui fournissent chacune deux tangentes* 

Joignons 1^ centres G , C% menons deux diamètres paral- 
lèles SR I S'R' 9 et Joignons les extrémités S'R par une droite 
qui coupera CC^ en un point O, par où doit passer la tangente 
commune (tbéor., n* 260), car les triangles semblables 
S'C'O et OCR indiquent que ce est divisée en parties propor* 
tionnelles aux rayons C'S% CR; il suffira donc de mener par 
le point Une tangente OT à un des deux cercles 9 et son, pro- 
longement sera tangent à l'autre. 

Si au lieu de joindre les extrémités opposées des diamèttes 
RS , R'S' on joint celles qui sont d'un même côté, par la droite 
RR^O^ cette droite coupera le prolongement de CG'.en O' , de 
manière que l'on aura 

O'c : OC :: CR : CR' ; 

dom: (n* a6o) le point O' est le point où la tangente commune 
doit couper CC'O', en sorte que O'T' sera cette tangente. 

Observons d'après cela que deux cercles étant donnés, dans 
quelque sens qu'on mène deux rayons parallèles CR , CH', la 
sécant^ qui passera par les extrémités R, R' ira toujouf» 
couper la ligne des centres en un même point O' ; caria simili- 
tude des triangles O'CR', O'CR a lieu tant que les rayons re»* 
tent parallèles ; ainsi , pour tontes les positions de ces rayons ^ 
la distance (ÏG -doit être constante. , 

PROBLÈME IX. 

387. Étant donnés un angle S et un point intérieur 1 dé^ 
crire une circonférence qui passe par ce point et qui soit tan-' 
gente aux deux côtés de Vangle S. 

Divisez cet auglo en deux parties égales par la droite SA 
(fig. 253) ; d'un point quelconque A de cette droite avec un 
rayon égal à la perpendiculaire AC , décrivez une circonférence 
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qui sera tangente à ces deux côtés/Joignez SO, qui coupera la^ 
circonférence AG en B ; tirez le rayon AJB , et par le point O 
menez une paralle OP à AB. Le point d'intersection P sera le 
centre de la circonférence cherchée : car en menant la per- 
pendiculaire PG , les triangles semblables SAB ^ SPO donnent 

SA : SP :: ab : po, 

et les trî^tigles SAC, SPG, ' ^ 

SA : SP :: ac : pG; 

mais AB = AC , donc PG = PO , et d'ailleurs PG == PT. 

Ainsi il faudra décrire une circonférence du point P avec 

un rayon PO. 

PROBLÈME X. 

288. Par un point situé dans. Un angle k, mener une 
ligne £0 teUe que les parties OD, OE soient proportionnelles à 
deux lignes données M, N. 

Par ce point ( fig. a54) 1 menez une parallèle OF à un des 
côtés ÀE, et cherchez une quatrième proportionnelle aux 
lignes M, Nf AF ; portez-la de F en D , et tireï DOE qui sera 
la ligne demsmdée : car, par construction, on aura 

EO : OD :: af : fd :: m : ». 

Bans le cas particulier où M=N , on a OE = OD. Alors le 

problème consiste à mener par le point une ligne qui soit 

divisée en deux parties égales à ce point; pour cela il suffit de 

mener la parallèle OF, de prendre FB == FA et de mener BOP 

et Ton aura OÉ ss OP. 

PROBLÈME XI. 

289. Etant donné un point sur une droite AB , trouver- 
un point extérieur D tel qu'en menant les lignes DO , DA , D& 
on ait constamment l'angle ADO = ODB. 

De Textrémlté A (fig. 255) et d*un rayon égal à un multiple 
de AO décrivez un arc ; de l*extrémité B avec un raypn qui soU 
le même multiple de BO , décrivez un autre arc qui coupera le 
prci|iier au point demandé -, car , d'après cette construction y. 
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onanra 

DA : DB :: ao : bO; 

donc la ligne OD divise l'angle D du triangle ADB en deux 
parties e'gales ( n® 25o ). 

PROBLÈME XII. 

290. Construire un triangle semblable à un triangle donné. 

Ce problème général est susceptible dé diverses solutions 
qui dépendent de la nature des données. 

D'abord le triangle cherché peut être arbitraire , o^ bien 
restreint à satisfaire à quelques conditions, telles, par exemple, 
que d'avoir un de ses côtés d^une longueur déterminée 
d'avance. 

D'un autre côté^ un triangle peut être donné de plusiieurs 
manières, comme nous l'avons vu. 

Mais dans tous les cas, nous trouverons parmi les pro->> 
priétés connues le moyen d'arriver à une solution. 

if Cas. Construire un triangle semblable au triangle ABI> 
dont on connmt les trois côtés. 

Soit , par, exemple , AB = 1 00- , BD = 1 3o- , AD = 88" : 
(fig. 256) on prendra sur l'échelle de proportion une ouver- 
ture de compas égale à 100 divisions, ou la portera de a en b, 
et l'on tracera la ligne ab. Du point a avec une ouverture de 
compas égale à 88 . divisions de l'échelle , on décrira un 
arc à droite ou à gauche de ab; de b avec une ouverture 
égale à 120 divisions, on. décrira un autre arc qui coupera 
le premier en d; on joindra alors dkydby et. abd sera, un 
triangle semblable à ABD , car ils auront les côtés propor- 
tionnels. 

2* Cas. Construire un triangle semblable au triangle ABD 
dont on connaît les angles. 

Dans ce cas , on prendra une ligne arbitraire bd, aux extré- 
mités de laquelle on fera des angles égaux aux angles B et D^ 
et les triangles abd^ABÏ^ seront semblables, comme étant 
équiangles entre eux. 
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3*^ CkS» Construire un triangle semblable à àSD dont on 
<:onnaÙ V angle A et les côtés AB , AD. 

Faites un angle â= A; portez sur ab et sur a J autant de 
parties de l'échelle que AB et AD contiennent de mètres ; joi* 
gnez bd^ et le triangle abd sera, semblable à ABD. 

4*^ Cas. Construire un triangle semblable à ABD dont on 
confiait le côté BD et les angles adjacens. 

Prenez bd égal à autant de parties de l'échelle que BD con- 
tient de mètres , et faites aux extrémités des angles égaux à B 
etâD. 

Si dans chacun des cas précédens on voulait que le triangle 

abd eût un ^côté d'une longueur donnée, on parviendrait à 

trouver les autres côtés en cherchant des quatrièmes propor^ 

tionnelles , en sorte que le problème ne serait .qu'un peu plus 

long à résoudre. , r 

PROBLEME XIII. 

291. Constmire un polygone semblable à un pofygone 
donné. 

Pour cela, il faut diviser le polygone donné en triangles, 
et construire une suite de triangles semblables à ceux obte« 
nus, en ayant soin de leur donner la même disposition. 

Oii pourrait aussi prendre , au moyen de l'échelle , des 
côtés proportionnels à ceux du polygone proposé , et leur 
faire embrasser, des ai^gles respectivement égaux à ceux de 
ce même polygone, 

Pax l'un qu Pautre de ces moyens , il sera toujours facile de 
cbnàtruire une figure semblable à une figure quelconque. 

5co/£e. Observons que lorsqu'à travers les diagonales d'un 
polygone ABCDÉ ( fig. aS^ ) on mène des parallèles respec- 
tives aux côtés correspondans , telles que mn^np^ pq, on 
fornïe tiîï nouveau polygone kmnpq semblable au pfemter, 
tar ilà ont les angles égaux et les côtés proportionnels. ' '' 

Dé même si l'on joint par déè droites un point intérieur O 
(fig. '258} aux sommets d'un polygone , et que l'on ëonduise 
entre elles despdrallèles à ses côtés , on formera tm* autre 
jpûljrgone semblable a[u premier. 
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s^. On emploie quelquefois dans la pratique eerlains ins- 
trumens utiles, surtout lorqu'on veut rapporter un plan d'une 
édielle à une autre t ce sont 1^ campas de proportion, k 
contas de réduction, et le p€mtographe, 

I^ Compas de proportion(Gg. ^Sg). On donne ce nom A deux 
règles de cuivre réunies par une charnière ^ et sur lesquelles 
sont tracées deux lignes qui font un angle dont le centre delà 
charnière est le sommet* Cet angle devient plus ou moins 
grand, selon qu'on écarte plus ou moins ces deux règles. 
Les côtés de Tangle sont divisés en un même nombre de 
parties égales qui , par conséquent , se correspondent deu]( à 
deux , et forment ainsi une série de triangles isosc^les ayant 
un même sommet 0. 

Cet instrument sert â trouver une 4* proportionnelle à trois 
lignes (fOonées A , B , G. Pour Gela, prenez sur la même 
branche 04= A , 07s=B, et ouvrez l'instrument jusqu'à ce 
que les deux points marqués 4 sur chaque branche soient 
éloignés de la quantité G ; alor3 la distance des points iq^- 
qués 7 sera la longueur ch^cliée. 

On peut aussi diviser, avec le compas de proportion , une 
longueur donnée en deux parties proportionnelles à des nom- 
bres connus. Soit A à diviser en deux parties qui soient entre 
elles comme 3 est A 5. * 

La ligne entière sera donc représentée par 8 ; ainsi ouvrons 
rinstrument jusqu'à ce que les points marqués 8 soient éloi-* 

gnés de la quantité A 9 et alors le3 longueurs (3 3) et 

(5, ... 5) seront les parties cherchées. 

Get instrument sert à beaucoup, d'autres us^çs faciles à 
comprendre. 

2*. Compas de réduction ( fig» 260 ). C'est un double comp^i 
ordinaire ; il est composé de deuçf. brfjmchçs ga^ixi^ dç peintes 
fk|ix deux extrémités , et réunies par une charnière mobile fui 
pi^rfnetde les allonger d'ua côté et de les raccourcir de Tautr» > 
çe^ broches portenjt des djivisiops q^i; Jipdique^t le point o^ 
il faut fixer la'^charuière pour que la dist^nqs qui- séff^ Isb 
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longues pointes soU double, triple , etc. , de celle qui existe 
entre les autres. ., / 

Avec cet instrument, il est facile de constrtfii^e en même 
temps deux polygones semblables qui aient entre eux un 
rapport donné. 

3*. P€mlographe ou tinge. Cet instrument est composé de 
quatre règles divisées en parties égales , et réunies de manière 
àiormer toujours un parallélogramme ; ces règles sont mobiles 
autour des sommets et forment en dehors du parallélogramme 
des angles égaux ACB , BDO , dont les côtés peuvent à volonté 
avoir dc^s longueurs qui aient entre elles un rapport donné. 

Pour se ôervîr du pantograpbe on fixe l'extrémité , et Ton 
(ait parcourir à ^extrémité A toutes les sinuosités d'un trait 
MNP, et pendant ce trajet, le sommet B décrit une figure 
mnp semblable â MNP. 

Cet instrument est très commode pour réduire un plan 
d'une écheUe â une autre. 

mOBUÈMfi XIV. 

293* Étant données deux parallèîesABj, CD (fig. 262) cpupéeê 
par une ^écantekCf et un point Mhors de ces parallèles, mener 
par ce point une seconde sécante VCl»^ qui ilétermine jtn tra- 
pèze AOQrr équivalent â un carré donné P. 

Pour qu^un trapèze puisse être équivalent 4 un carré, il faut 
quele côté de ce carré soit moyen proportionnel entre la hau- 
teur et la base moyenne de ce trapèze ; ainsi KL représentant 
cette base moyenne , posons la proportion 

IH : RS :; RS ; kl , d'où KL = 5| . 

Cette videur numérique étant connue, on la portera de K 
en L sur la parallèle menée par le milieu dé AC, et enjoignant 
ML on aura le trapèze demandé. 
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PROBLÈME XV. 

294. Trouver un carré équivalent à un polygone donné. 
(C'est ce qu'on appelle faire la quadrature d'une figure.) 
Ce problème général »ç réduit à chercher une moyenne pro- 
portionnelle entre les dimensions xLe la figure proposée^; ainsi : 

i«. Si l'on veut un carré équivalent à un triangle, il faut 
chercher tme moyenne proportionnelle M entre la base B et 
la demi-hauteur | H de ce triangle , çt construire un carré 
sur M. . 

n?. Pour trouver un carré équivalent à un rectangle ou à un 
parallélogramme , c'est entre la base B et la hauteur H de cha- 
cun de ces quadrilatères qu'il faut chercher une moyenne pro- 
portionnelle M , car alors M" =?= B X H. , 

Z^. Pour le trapèze , il faut faire la même recherche entresa 
hauteur et ^ base moyenne. . 

4«. Pour un polygone quelconque il serait nécessaire de le 
transformer d'abord en un triangle équivalent et i'opérer sur 
ce dernier comme nous l'avons dit ci«4lessus. 

5*. Si le polygone éta^t ié^lier^ on serait dispensée de cette 
transformation en cherchant une nioyeni^e proportiônûelle 
entre son périmètre et la moitié du rayon du cercle ^lscriL 

6®. Enfin si l'on voulait faire la .quadrature d'unjfCKde, où 

,cliercherait une moyenne proportionnelle ei^t^e ïa"circo»ffr- 

'rence et là nwitïé dvi rayon ; mais on n'obtiendrai J Ici qu'une 

approximation,' puisque îê rapport de 1^ circonférencp au fl^ 

mètre est incommensurable. u . :* . . fîj ' 

PROBLÈME XVI. 

295. Coristruiresurune ligne donnée TA ^ un rectangle équi» 
iraient à un rectangle donné àBCD. r . 

Cherchez une quatrième proportionnelle X ( fig, 263) entre 
la base ÀB , la hauteur Al) du rectangle et la ligne M. Ensuite 
construisez, sur M et sur cette quatrième proportionnelle, un 
autre rectangle MN, qui sera équivalent au premier, car on 
aura M X X = AB X AD. 
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PROBLÈME XVII. 

296. Construire un rectangle équivalent à un carré donné K , 
fnais tel que la somme de ses dimensions soit égale à une ligne 
éonnéeAB. 

Sur AB (fig. 264) comme diamètre, décrivez une demi- 
tsirconfëreuce , élevez le rayou CO perpendiculaire à AB , pre- 
nez CO=:a&, côté du carré R, menez OM parallèle à AB, 
«t du point de rencontre M abaissez la perpendiculaire MD ; 
«lie coupera le diamètre AB en deux parties AD, DB, qui serotit 
les dimension» du rectangle demandé; car MD = CO r== <^ ^ 

MD = AD X DB =5 K, et AD 4. DB = AB. 

Scolie. Il résulte de cette construction que, pour une 
somme AB constante, plus le carré donné K sera grand, plus 
les deux dimensions du rectangle s'approcheront l'une de 
Fautre, et que lorsque K sera le plus grand possible, c'est-à-> 
dire que ab = CR, les dimensions seront égales. , 

Par conséquent, le carré est le plus grand -quadriUuhre 

quon puisse construire avec des lignes dan>t la ^onxme est 

constante. 

PROBLÈME XVÛI. 

297. Construire un rectangle équivalent à un carré donné K 4 
mais tel que ses dimensions aient entre elfes la différence AB. 

Sur AB (fig. 265 ) comme diamètre, décrivez une circonfé- 
rence ; à une extréniité B élevez une perpendicttlaire BD qui 
sera tangente à cette circonférence , et, faites BD = ab ; en- 
mute, par le point D et le centre, menez là sécante DM, et 
TOUS aurez DM et DO pour les dimensions du rectangle de» 

mandé; car BD =s â6, Bd""::: K «DM X I>0, et de plus 
DM — DOsttMOssAB. 

PKOBLÈME XIX. 

J198. Construire un carré qui soit à un carré donné K dans 
le rapport des lignes M et N. 

Prenez sur une même Ugne AD ;= N, DB saM (fig. 266) ; 

i3 
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sur AB décrivez une demi-cireonference ; par le poii^l D éleTefe 
une perpendiculaire DG , et tirez les cordes CA, CB; ensuite 
prenez sur la corde GA , adjacente au segment N , une Ion*- 
gueur GG égale au côté ^u carré K et menez GH parallèle 
à ABy laquelle ira couper CB en H , et alors GH sera le côté du 
carré cherché ; car, à cause des parallèles , on a 

GH : GG :: CB : CA, 
ou bien GH* : cg' :: CB : cl! 

Itais le triangle rectangle AGB donne (n? 255) 

GB*: CA*:: DB : DA :: M : N; donc 

icH* : K :: M : N. 

PROBLÈME XX. 

299. Deux figures setnblablet étant données, construire une 
troisième figure semblable qui soit égale à la somme ou bien à 
ladifféreme des deux premières. 

1*. Si Ton veut que la figure cherchée soit égale à la somme 
des deux proposées, construisez un triangle rectangle dont les 
deux côtés de l'angle droit soient deux côtés homologues des 
figures données , et son hypoténuse sera le côté homologue sur 
lequel il n'y aura plus qu'à décrire la figure demandée , comme 
on Fa dit (n*» 291). 

2*. Si , au contraire j on veut que cette troisième figure soit 
la différence des deux autres , construisez un triangle rectangle 
dont l'hypoténuse et un des côtés de l'angle droit soient deux 
côtés homologues des figures données , et l'autre côté satisfera 
à la question. 

On voit que cette marche repose sur la proportionnalité qui 
existe entre les surfaces des figures semblables et les carres de 
leurs côtés homologues , combinée avec la propriété du triangle 
rectangle. 

Ce procédé est applicable à tourles polygones , ainsi qu'aux 
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tercles pour lesqueb il faudrait construire le triangle rectangle 
indiqué avec leurs rayons ou avec leur» diamètres. 

PROBLÈME XXI. 

3oo, Construire une figure X semblable à une figure don- 
née ?, et qui soit à elle dans îp rapport des quantités Het^ ; 
de manière que Von €ii< X : P It M : N. 

Soient x et p deux côte's homologues des figures X et P^ 
puisque les figures sont semblables , on aura 

X : P ::«•:/>':: M : N. 

Pour trouver x il £aut donc (Probl. XIX} chercher le côté 
d'un carré qui soit au carré p* l\ M : N» et ensuite décrire 
sur X une figure semblable à la figure P. 

PROBLÈME XXIL 

3o 1 » Construire une figure semblable à une figure donnée P, 
et équivalente à une autre figure Q, 

Pour cela , il faut d'abord chercher le côté M (fig. 267 ) , du 
carré équivalent à P , et le côté N du carré équivalent à<J; 
ensuite prendre un côté quelcon)que AB de la figure P et 
chercher une quatrième proportionnelle X entre M, Net AB; 
alors X sera le côté de la figure cherchée homologue à AB , 
il suffira de construire sur X une figure semblable à P. 

En effet, si Y représente cette figure , on aura 

P : Y :: ab" : x*. 

Onaaussi AB : X :: M : N; 

ou bien AB l X* !î M* I N*: 

d'où p : Y :: M» : N\ 

SIaisM»=:P, N» = Q; donc 

P : Y :: P : Q. 

donc enfin Y = Q. C'ett-à-dire que la figure Y semblable à P 
tst ëijuiTalente à Q. 

i3.. 
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PROBLÈME XXm. 

3o2. Diviser un triangle en parties proportionnelles à deè 
quantités données. 

Ce problème peut se résoudre de plusieurs manières, selon 
la position que devront avoir les sécantes. 

i". Si l'on voulait diviser le triangle ABC (fig. 268) en parties 
proportionnelles à M ,17 ,P par des lignes partant du sommet A, 
il suffirait de diviser sa baseBC en parties proportionnelles aux 
quantités données M, N, P, et de joindre les points de divi- 
sion à ce sommet, car alors on formera des triangles par- 
tiels AfiO,. OAD, DAC, qui seront entre eux comme leurs 
bases , puisqu'ils auront même hauteur. 

2". Si l'on veut que le triangle soit divise' par des paral- 
lèles à l'un de ses côtés , alors il faudra se rappeler que la 
parallèle à la base d'un triamgle détermine un nouveau triangle 
semblable au premier, et que les triangles semblables sont 
proportionnels aux carrés de leurs côtés homologues. 

Par conséquent, si l'on prend (fig. 269) des longueurs 
AM:= i AB, AM' = ^ AB, AM" rrr;^ AB , AM*=4 AB, etc/..., 
et qu'on mène des parallèles MN, M'N% M*N', IkT»*, on dé- 
terminera des triangles AMN, ARPN', etc.. qui seront snc^ 
cessivement le J , J , 75 > "3^5 ••••••• ^'^ triangle ABC «t qui lui 

seront semblables. 

On peut, au reste (fig. 270) , rendre cela sensible par une 
construclion analogue à celle de la figure abdoxx âM=^ o^ et 
qui contient seize triangles égaux à <zMN. 

Observons , de plus ^ que le triangle aMN et les trapèzes suc- 
cessifs déterminés par les parallèles menées à des distances 
égales aM, MM% M'M'' sont entre eux comme les nombres 
impairs i : 3 : 5 : 7 , etc. 

3^. Maintenant , soit proposé de diviser un triangle ABC 
(fig. 271) de manière que le triangle partiel AMN soit la moitié y 
le tiers, le quart, etc. , du triangle donné. 

Pour cela sur AB, comme diamètre, décriveâs une demi- 
circonférence , divisez ce côté AB en deux, trois, quatre, etc. .. 
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parties égales , et par le point de division le plus rapproche 
de A , c'est-à-dire par pour la moitié , par 0' pour le tiers , 
par ff^ pour le quart, etc. ; élevez une perpendiculaire OD , bu 

O'D', oubienO"D% etc qui coupera la circonférence en D, 

ou D', ou D^y etc.... ; ensuite joignez la corde AD , ou AIK, 
ou AD'', etc.... et portez-la sur le diamètre de A en M , M^, 
M'', etc.... ; enfin, par le point ainsi déterminé, menez à la 
base CB la parallèle MN, ou bien M'N', M^N", etc.. ., alora 
les triangles AMN, AM'K', AM^'N", etc, , seront tels que 
AMN = i ABC, AM'If == f ABC, AM"W = i ABC. . . En effet, 
nous avons vu (n^ 256^ Scolie) que le carré construit sur une 
corde AD, AD', AD" est au carré du diamètre AB, comme le 
segment adjacent AO, A0% AO" est au diamètre en- 
tier AB ; et puisque AM = AD, AM' = AD% kW z=z AD% on 
aura 

ÂB*-: am' :: ab : ao :: i : i, 
ab' : Im'' :: ab : ao' :: i : |, 



AB : AM* :: ab : ao" 



A.* 



D'ailleurs, les triangles semblables ABC, AMN, AMN',, 
AM''N^,soiit proportionnels aux carrés de leurs côtés homo- 
logues ; donc 

ABC : AMN :: AS* :.Im' :: i : |, 
ABC : am:'N' :: ab* : awF' :: i : |, 



ABC : AM"N^:: AB : am" :: i 



• 4> 



Dans chacun de ces cas il est facile de connaître la valeur du 
trapèze restant, qui est i — î==î> i — i=5f|i-*-ï = |> etc. 

4®. Enfin, si l'on veut en général diviser un triangle ABC de 
manière que le triangle supérieur AXT soit à ABC :: P : <J, 
on cherchera une quatrième proportionnelle R entre P,Qet 
AB. ; on prendra AS == R ; on élèvera la perpendiculaire SG • 
on portera la corde AG de A en X , et Ton mènera la paral- 
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lèle XY qui ctétermineTa le triangle demandé. 

Car on a ABC : AXY :: AB* : Âx'; 

mais AB*: AX"^:: AB : AS :; P : Q : 

donc ABC : AXY :: P : Q. 

Pour ce dernier cas on pourrait encore diviser AB en autant 

de parties égales qu'il y a d'unités dans P , et prendre, à partir 

de A, autant de ces parties qu'il y a d'unités dansQ, ensuite 

élever la perpendiculaire $G et achever la construction comme 

ci-dessus. 

PROBLÈME XXIV. 

3o3. Dwiserun triangle en deux, trois, quatre, etc.pariies 
équivalentes par des parallèles à sa base. 

La solution de ce problème y qui n'est qu'un cas particulier 
du précédent , est fondée sur le même principe. Soit le trian- 
gle ABG (fig. 272) ; sur un de ses côtés décrivez une demi-cir- 
conférence 9 et divisez-le ensuite en autant de parties égales 
que vous voulez faire de portions (trois , par exemple) ; par lés. 
points de division D , D' élevez des perpendiculaires qui cou- 
peront la circonférence en C et C; ensuite portez les cordes AC» 
AC en AM et AM% et menez les parallèles MN et M'rï% qui 
satisferont à la question ; car on a 

Â5' : âm' : m :: ab : ad' : ad :: i : | : J, 



.ft 



et ABG : AM'N' : AMN :: AB : AM' : AM :: I : I : |. 

Donc AMN = i ABG, AM'N' = ; ABG ; et par suite la diffé- 
rence MNN'M'=^—^=^ ABG ; enfin, N'M'BG=xi-.f=^ABG;, 
donc 

AMN = MNN'M = N'M'BG. 

Il en serait de même pour deux , trois, quatre, dix. . . , etc. , 
parties équivalentes. 
Scolie, Les deux problèmes ci-dessus sont applica)>les aux 
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polygones en général. Car floit un polygone ABCDF (fig. 257} 
qu'on suppose partagé ea triangles ; si Ton divise ABC de ma- 
nière que 

Am/i : ABC :: P : Q 

d'après le procédé indiqué , et qxi'en^iv.te par le poMit N on 
mène une parallèle no à CD, et par le: point une parallèb 
Cjp à DE y les deux polygones ÂmnOp et ABCDF seront sem- 
blables , et l'on aura 

AmnOp : ABCDF :: Am : AB :: P : Q. 
PROBLÈME XXV. 

3o4 . Trouver un triangle qui soit moyen proparUonnel entre 
deux triangles donnés. 

Les deux triangles donnés peuvent être semblables ou non ; 
mais dans le cas ou ils ne le seraient pas , on pourra toujours 
transformer Vun d'eux en un nouveau triangle équivalent , qui 
soit semblable à l'autre ( n' 3o i }, Ainsi il suffit d'examiner le 
cas où les triangles donnés sont semblables. 

Soient donc ABD, abd (fig. 273), prenons sur le grand une 
longueur AM = ab^ son homologue , et joignons MD ; alors le 
triangle AMD sera moyen proportionnel entre les deux trian- 
gles ABD, abd : car les triangles ABD, AMD ayant niéme 
hauteur, sont entre eux comme. leurs bases AB, AM, ou 06, 
et l'on a 

ABD : AMD :: ÂB : ab; 

d'un autre cAté , les deux triangles AMÙ^iUfd ayant un angle 
égal A = a donnent 

AMD : abd :: AMXAD : ab X ad :: AD : ad, 

car AM = ab ; mais à cause de la similitude ^ les triangles pro- 
posés donnent aussi * 

AB : ab :: ad : ad; 

donc , en comparant ces proportions , on en conclura 

ABD : AMD :: AMD ; a\d. 
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PROBLÊME XXVI. ' 

! . 

305. Trous^r la distance qui existe entre deux points donf 
run est inaccessible. 

Soient les deux points A et X (fig. 274) séparés par une ri* 
idire; placez une équerre d'arpenteur au point A ; dirigez une 
de 869 <>uvertlires Ters.X , et plantez sur la direction perpen-» 
diculàire AG un jalon C à urie4istance arbitraire ; transportez- 
vous au point C, faitès-y encore avec Téquerre un angle 
droit AGD ; placez un jalon en D à une distance CD arbitraire, 
et marquez sur la ligne AG le point B qui se trouve dans la 
direction DX. Mesurez alors AB, BC, GO, et posez la propor-« 
lion suivante: . ^ 

BG : BA :: gd : ax, 

., .V ABxGD. 

qui donnera. AiX = -^-«p — 

Proposons-nous encore quelques problèmea numériques*. 
PROBLÈME XXVII. 

306. Unpoljrgone donné a un de ses côtés long de i&^,5o; on 
veut en construire un autre qui soit les | du premier, et qui lui 
soit semblable ; on demande la longueur du côté homologue au 
côté connu. 

Soit X le côté chei'clié; attendu que les surfaces sem-* 
blables sont entre elles comme les cadrés, des côtés homo-> 
logues^ on aura la proportion 

3 : 5 :: :c» : (i6,5)s 

qui donne x- -^ ^^Jp^ = ,63,35 y 

\ . 

d'où X X =v/i63,35 = i2'",788. 

On peut employer ce procédé pour les triangles , pour les^ 
polygones quelconques et pour leç cercles. Ainsi , un cercle 
décrit avec un rayon de 12"*, 788 serait les | de celui dont le 
rayon aurait 16^^ 5. 
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PROBLÈME XXVm. 

307. Une circonférence étant tracée avec |i/i rt^fon de 
cinq mètres , on demande quelle serait la longueur linéaire de 
Varc correspondant à ai 5^? 

Nous dirons \ puisque le rayon a cinq- mètres, le diamètre 
en aura dix , et alors la ûrconférençe entière aura S » 1 4 1 59X i ^ 
=3i"^4 1^9 ^^^^ nous poserons la proportion 

3i5» : 36o« :: x : 3i",4i59/ d'où JF = 18^,76. 

PROBLÊME XXIX. 

3o8* Une tour a une demi-circonférence <2e 1 3" , 25, quel est 
son rayon , et par suite ta surface de sa base ? 

La circonférence entière de cette tour sera donc de 26** «5 ; 
pour avoir son diamètre , nous diviserons la circonférence par 

26 5 
le rapport tt j et nous aurons ^ — y-^ = 8"»,525; le rayon 

0,141^9 
de la tour sera donc ^^ni'jSj et sa surface 26,5 X 2,1087$ 

;=: 55,87 mètres carrés. 

PROBLÈME XXX. 

309. Une circonférence de cercle a i8'",85 rfe longueur, et 
ton demande le rayon dune circonférence six fois plus 
grande ? 

ift Wi 
La circonférence donnée aura pour diamètre ^ ^ ^ = 6, 

0,141^ 

et pour rayon 3 mètres. Or, comme les circonférences sont pro- 
portionnelles à leurs rayons , nous poserons la proportion 

3 : R :: I : 6; 

d'où R = i8y donc le rayon cherché sera de 18 mètres. 

PROBLÈME XXXI. 

3io. Un cercle ayant 28"», 275 mètres carrés de surface, on 
propose de trouver le rayon d'un cercle triple. 

Nous chercherons d'abord le rayon du cercle lui-même , et 
pour cela nous dirons la formule 7rR^ = 28^275, qui exprime 
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sa surface, donne en divisant 28,275 par 3,i4i59,R'=9^ 

d'où R = 3. Ensuite^ puisque les surfaces des cercles sont 

proportionnelles aux carrés de leurs rayons, nous poserons la 

proportion 

28,275 : 3x28,375 :: r» : x*, 

X étant le rayon cherché ; ou bien 

^ 28,275 : 84,825 :: 9 : X*; 

d'où X» = 25,585 et X = \/^S^ = 5",o58. 
PROBLÈME XXXII. 

3 1 1 . TYouver la surface d'un secteur qui corresponde à uih 
arc de i5® dans un cercle dont le rayon serait de 3 mètres. 

Le rayon étant 3 mètres , le diamètre sera 6 mètres , et k 
circonférence 3, i^iSg X 6 = 18"*, 85. Alors nous poserons k 
proportion. 

i5*^ : 36o» :: X : i8«,85, 

d'où X=r 0,785 pour Tare de i5®. Il faudra maintenant le 
multiplier par la moitié du rayon pour avoir la surface do. 
secteur, qui sera o , 785 X i ,5 = i , 1 775 mètre carré. 

PROBLÈME XXXIII. 

3 12. La surface d'un secteur dont rare est de Z&*, est as 
i5"»,4- Çw^^ ^^^ fc rayon du cercle dont U fait partie? 

Nous chercherons d'abord la surface totale du cercle par k 
pi*oportîon 

36« : 36o*» :: 15"*, 4 : X= 154 mètres carrés ; 
et ensuite nous dirons, puisque 7rR*=i54, on aura 

PROBLÈME XXXIV. 
Trouver un cercle équivalent à unpoljgone donné. 
Calculez la surface du polygone P, et posez W 
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P /p" 

P=îrR% d'où Fon tirwa R* =-, et R == 1/ -, qui sera le 

rayon du cercle cherché. ^ 

Ainsi , par exemple , si Ton roulait avoir un cercle ëquiva*» 
lent au triangle dont la surface a été trouvée (n^ 226) de 
355,75 mètres carrés, on poserait 

355,75 =:irR% 

d'où R« \/^^ = io-,64i3. 

V 3,i4i59 ' ^ 

§ VI.— APPLICATION AU LEVÉ DES PLANS. 

3i3. Les propriétés des polygones semblables sont utiles, 
surtout dans l'art de lever les plans. 

Cet art consiste à représenter sur le papier les divers objets 
d'un terrain, de manière à ce qu'ils conservent entre eux les 
mêmes positions relatives qu'ils occupent réellement ; ce qui 
revient à construire sur le papier des polygones semblables à 
ceux que forment les points remarquables du terrain. 

Pour cela, on se sert de deux instrumens, la. planchette et le. 
0-raphomètre. 

Planchette. C'est une petite table eu bois bien sec et bieu 
uni (fig. 275) , portée sur un pied à trois branches, sur lequel 
elle tourne librement pour qu'elle puisse toujours être rame- 
née à la position horizontale ; sur cet^ tablette on fixe un pa-^ 
pier qui doit recevoir le plan. 

Cet instrument est accompagné d'un autre qu'on appelle 
alidade (fig. 276). C'est une règle en cuivre jaune, surmontée 
d'une lunette mobile, ou bien garnie à ses extrémités de deux 
pièces verticales percées d'une fente, le3quelles portent le nom 
de pinnules. L'alidade sert à prendre des alignemens et à tra^ 
cer sur la planchette les lignes qui correspondent à celles du 
terrain. 

lie graphomètre a été décrit (n® 84). 
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3i4- Lorsqu'on veut lever le plan d'un terrain M (6g. 277}^ 
on commence par planter des jalons à chaque sommet de sort 
périmètre, ensuite on porte la planchette à l'un de ses sommets 
A 9 par exemple ; on la place horizontalement au moyen d'un 
niveau ; on marque sur le papier le point qui correspond verti-^ 
calement au point A, et l'on y fixe une pointe ; alors on dirige 
lalidade sur le point K, en ayant soin de l'appliquer contre la 
'pointe , et l'on trace avec un crayon la direction AK. 'On fait 
mesurer avec la chaîne la distance AR , et l'on porte avec un 
compas , sur la ligne tracée, autant de parties de l'ëchelle de 
proportion que l'on a trouvé de mètres entre A et K ; on dé- 
termine ainsi sur le papier un second point qui représente le 
point K du terrain. 

De même on dirige l'alidade sur B , et , en opérant comme 
ci-dessus , on marque sur le papier un point représentant B ; 
on a formé ainsi sur le papier un triangle semblable au trîan- 
ABK ; car l'angle A est le même sur le papier que sur le ter* 
rain, et les cÀtés qui le comprennent de part et d'autr€ sont 
proportionnels. 

Cela fait , on transporte la planchette en R , on la place en^ 
core horizontalement et de manière, que le point R marqué sur 
le papier soit placé verticalement au-dessus du point R du ter- 
rain/ ce qu'on vérifie avec un fil-à-plomb), alors on applique- 
l'alidade sur le trait RA, et l'un fait tourner la planchette jus- 
qu'à ce qu'on aperçoive , à travers les pinnules, le jalon laissé 
en A ; ensuite on dirige l'alidade sur M^ on mesure RM, et Ton 
marque le point correspondant à M. 

On transporte ainsi successivement la planchette à chaque 
sommet, et l'on construit par ce moyen , sur le papier, un po— 
lygone semblal^le à celui du terrain. Gie sera le plan de la por— 
tion de terrain Sur laquelle on a opéré; sur ce plan on peut 
mesurer l'étendue totale comme sur le terrain lui-même ; car. 
le polygone tracé sur le papier contiendra autant de carrés , 
ayant pour côté une des divisions de l'échelle , que le poly-« 
gone du terrain aura de mètres carrés. 

Quelquefois on se dispense de transporter la planchette A 
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i:baque fiommet en cmployaDt la méthode dite d'intersection. 
Cette méthode consiste à prendre deux stations K et D, à pla- 
cer successivement la planchette à chacune d'elles, et à tracer 
avec l'alidade des directions qui aillent à tous les autres som- 
mets 9 lesquelles déterminent par leur intersection les points 
correspondans à ceux du terrain. 

Si 9 au lieu de la planchette, on voulait employer le grapho» 
mètre , on le pourrait facilement. Pour cela, on transporte cet 
instrument à un dçs sommets, A, par exemple; on mesure 
Tangle KA6 en dirigeant une des deux alidades sur K et l'au- 
tre sur B, et Ton prend note du nombre de degrés de cet an- 
gle, après quoi l'on mesure les côtés AR, AB, dont on prend 
aussi note ; on porte successivement le graphomètre à chaque 
sommet, et l'on répète la même opération. 

Par ce moyen on n'obtient plus de plan , mais des notes 
au moyen desquelles on peut le tracer dans le cabinet ; car il 
suffit de faire sur le papier, au moyen du rapporteur, des an- 
gles égaux à ceux observés et à prendre sur leurs côtés respec- 
tifs autant de parties de l'échelle que l'on a trouvé de mètres 
par la mesure directe. 

Ces procédés bien différens arrivent au mènie résultat ; mais 
en général le graphomètre donne plus d'exactitude ; car le pa- 
pier qui re*couvre la planchette se distend par l'humidité de 
Vak, et fait commettre des erreurs inévitables. 

Au reste , nous ne prétendons pas exposer ici le levé ded 
plans dans tous ses détails ; il y a sur cette matière un grand 
nombre de bons traités spéciaux. Il suffit d'en donner une idée 
pour que l'élève puisse être dans le cas de comprendre ces ou- 
vrages dès la première lecture. 



FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 
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SECONDE PARTIE. 

GÉOMÉTRIE DANS L'ESPACE. 
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3i5. Dans tout ce qui précède nous avons supposé que les 
diverses figures étaient planes et dénuées de toute épaisseur ; 
maintenant nous allons considérer l'étendue sous trois dimen- 
sions , rétendue matérielle , et chercher à découvrir les pro- 
priétés géométriques dont jouissent les divers corps de la 
nature. 

Ces corps, en général , sont terminés par des surfaces très 
variées, mais dont la plupart peuvent être considérées comme 
la réunion de surfaces planes qui s'entrecoupent dans divers 
sens, et déterminent la forme du corps. Or, leurs propriétés 
géométriques dépendent de cette forme; ainsi nous devons 
commencer par étudier les intersections des plans et les résul- 
tats de Iqurs combinaisons. D'ailleurs il nous sera facile ensuite 
de déduire de ces propriétés celles des corps terminés par des 
surfaces courbes. 
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5 p'. -tDEs plans combijsés avec la ligne droiïe. 

k»LAN$ PARAlLèLES ENtftE Etl^. 

!3i6. Un plan , comme une droite^ peut prendte une infinitë 
de positions différentes. AinAïlseraLhorixoniai, vertteolon 
incliné. 

Ponr désigner un plan , nous emploierons quatre lignes qui 
s^entrecouperont{ mais sans oublier qu'il est supposé iodéfini. 

Divers plans donnés auront les uns par rapport aux antres 
des positions analogues à celles que nous avons considérées 
dans les lignés droites , ils pourront être perpendiculaires, 
obliques ou parallèles entre euXé 

Enfin un plan et une droite peuvent aussi être perpendicu- 
laires 9 obliques ou parallèles l'un à l'autre. 

Deux plans MN , PQ (fig. 278) sont parallèles lorsque étant 
prolongeas indéfiniment , ils ne peuvent jamais se rencontrer. 

Deux plans MN, PQ (fig. 27g) sont obliques lorsque, suffis 
samment prolongés , ils se concentrent en quelques-uns de 
leurs points. La série des points de contact s'appelle Yinter- 
section des deux plans. 

Un plan qui en repcontre un autre peut être plus ou moins 
incliné sur cet autre , et cette inclinaison s'appelle Vafigk des 
deux plans. 
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On conçoit que deux plans indéfinis ne peuvent se couper 

sans former quatre angles , deux au-*dessus et deux au-dessous 

de. chaque plan. Ces quatre angles, comme ceux formés par 

deux droites , varient indéfiniment en grandeur.' 

Gela posé> lorsque deux plans MN , PQ ( fig. 280) se cou^ 
pent de manière à former quatre angles égaux , ils sont dits 
perpendiculaires entre eux. 

Une droite A6 (fig. 281) et un plan MN sont parallèles 
lorsqu'ils ne peuvent jamais se rencontrer. Ils sont obliques 
lorsqu'ils se rencontrent après avoir été suffisamment pro- 
longés (fig. arSà). 

Enfin une ligne AP (fig. 283) est dite perpendiculaire à un 
plan lorsqu'elle fait des angles droits avec toutes les autres 
hgnes Va y Vb, Va y etc. , que l'on peut meûer dans ce plan par 
le point d'intersection. Ce point s'appelle le pied de la per- 
pendiculaire. Le plan est aussi perpendiculaire à la ligne. 

D'après les définitions que nous avons données de la ligne 
droite et du plan, on conçoit qu'une droite ne peut paà 
avoir plus d^un point commun avec un plan sans être tout 
«ntière dans ce plan ; ainsi , une droite et un plan ne peuvent 
se couper qu'en , un seul point. 

Nous allons voir se reproduire pour les plans la plupart des 
théorèmes que nous avons démontrés pour les droites ; mais 
observons ici que dans l'espace deux lignes peuvent ne pas se 
rencontrer, ou bien être perpendiculaires à une troisième, 
sans être parallèles entre elles. 

OTHÊORÈME P'. 

3^17. Lorsque deux plans se coupent, leur intersection est 
nécessairement une ligne droite» 

En effet, soit AB (fig. 279) , l'intersection commune aux 
deux plans MN , PQ ; tous les points de cette intersection 
appartiennent à la fois aux deux plans , et ce sont les seuls. 
Or, si l'on joint deux.quelçonques de ces points par une droite, 
cette droite devra se trouver en même temps sur les deux 

14 
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plans , puisqu'elle aura deux points communs scvet chacun 

d'eux f et elle sera donc leur intersection AB elle-'même. 

ScoUe. Une droite peut être l'intersection commune à un 
grand nombre de plans ; c'est-à-dire qu'on peut se représenter 
une infinité' de plans pa89ant tous par une même droite. 

THÉORÈME IL 

3i8. Trois points, non en ligne droite, déterminent la 
position dun plan. 

Soient A, B, C (fig. 284) les trois points donnés ; joignons- 
en deux par une droite AB , qu'on pourra regarder comme 
l'intersection commune à une infinité de plans passant tous 
par les deux points A et B. Mais parmi ceux-là il y en aura 
im , mais un seul, qui viendra passer par le troisième point G, 
en sorte que la position de ce plan sera déterminée par les 
trois points A, B, G. 

GoROLLAiRE. Dcux plans ne peuvent pas avoir plus de deux 
points communs non en ligne droite sans se confondre en un 
seul ; et trois points donnés sont toujours dans un même plan. 

GoROLLAiRE. Une droite ,et un point extérieur déterminent 
la position d'un plan , ainsi que deux droites qui se coupent , 
ou bien deux droites parallèles. 

THÉORÈME III. 

819. Une droite est perpendiculaire à un plan dès qu'elle 
Test à deux autres droites situées dans ce plan, et qui passent 
par son pied. 

Supposons que la droite AP (fig. sSS) fasse des angles droits 
APB, APC, avec deux droites PB, PG qui passent par son 
pied P , et qui sont situées dans le plan MN. Je dis que 
tout autre droite PD du même plan qui passe par le même 
pied P sera aussi perpendiculaire à AP. Pour le prouver, par 
un point quelconque D de PD menons une droite qui aille 
couper PB et PC en B et C , et d'un point A de la perpen- 
diculaire tirons les droites AB, AD, AC, ensuite prolongeons 
AP d'une quantité A'P=AP, et joignons A'B, A'C, A'D. 
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iPoisque les angles APB, APC sont droits, les obliques BA , 
BA^ seront égaies , ainsi que les obliques GA, GA'^ et les deux 
triangles A'CB, ACB, seront égaux comme ayant les trois 
c6tës égaux chacun à chacun. Si on les superpose, les lignes 
A'D et AD se confondront, car leurs extrémités seront les 
mêmes ; donc ces lignes sont aussi égales ; mais alors les deux 
triangles APD, A'PD, auront les trois côtés égaux chacun à 
^acun cft seront égaux : ce' qui exige que PD soit perpendicu* 
laire à AA^ 

Comme on pourrait appliquer le même raisonnement à 
tout autre droite différente de PD , il est démontré que AP 
est perpendiculaire à toutes les lignes qui , dans le plan MN, 
l^efiSi^t par son pied , c'est-^à-dire qu'elle est perpendiculaire 

à ce pktti» ^ ^ 

^ • THÉORÈME XV. 

320. ^ciPROQUiVERT ; Si par un même point étune droite 
vn lui Tnhne dan$ divers sens un nombre quelconque deper^ 
pendicuhdres , elles seront toutes dans un même plan perpen-' 
diculaire à la droite. 

Soient menées par un mênîe point de la droite AB (fig. 286} 
un certain nombre de perpendiculaires Oa , 0&, Oc, Od, etc. ; 
par deux quelconques gd, ae , de ces perpendiculaires con- 
duisons un plan MN , et prouvons qu'il doit renfermer toutes 
les autres, car si Ob , par exemple , n'est pas dans le plan 
MN , elle sera ou au-dessus ou au-desspus de ce plan. Mais si 
Ton £ait passer un nouveau plan par les lignes OA , 06 , il 
-coupera MN suivant une droite Ob' qui , étant située dans le 
plan MN , devra être perpendiculaire à OA ; il 7 aurait donc 
par le. même point et dans un même plan , deux perpendi- 
culaires 06, Oy, élevées à une même droite , ce qui est ab- 
surde; donc Ob et toutes les autres lignes sont dans le 
plan MN. 

GoROLLAiRE. Si l'on fait tourner un angle droit autour de 
l'un de ses côtés , l'autre engendrera un plan perpendicu- 
laire au premier. 

CoROLLAiRL. Trois droites perpendiculaires entre elles à un 

.4.. 
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même point sont telles que Vane d'elles est perpendiculaire 
au plan dessdeux autres. 

THÉORÈME V. 

Sai. Par un point pris sur un plan on ne peut élever qu^une 
seule perpendiculaire à ce plan. 

Supposons que par le point P du plan MN ( fig. 287 ) on 
puisse élever deux perpendiculaires PA, PB. Si. par ces 
deux droites on conduit un second plan qui coupe MN selon 
CD, il faudra que les angles CPB, CPA, DPB, DPA soient 
droits et égaux, ce qui ne peut avoir lieu que dans le cas 
où les lignes PA et PB se confondent en une seule ; c'est-à- 
dire qu'il ne peut pas y avoir plusieurs perpendiculaires à un 
plan par un même point. 

THÉORÈME VI. 

322. Par un point pris hors d'un plan on ne peut abaisser 
qu'une seule perpendiculaire sur ce plan. . 

Supposons que du point extérieur A (fig. 288) il puisse y avoir 
deux perpendiculaires AO , AP , au plan MN. Si l'on joint les 
pieds et P par une droite CD , les angles en et en P seront 
droits puisque , par hypothèse , les deux lignes AO , AP sopt 
perpendiculaires au plan ; donc il faudrait que par un point 
extérieur on pût abaisser deux perpendiculaires sur une: droite; 
ce qui est absurde. 

^On démontrerait également que deux plans ne peuvent pas 
être perpendiculaires à une ibême droite et en un même 
point, sans se confondre en un seul plan. 

THÉORÈME VIL 

323. Si d'un point extérieur on mène une perpendiculmre 
et diverses obliques sur un plan s 

1®. La perpendiculaire sera plus courte que toute oblique^ 

2®. Les obliques également éloignées de la perpendiculaire 
seront égales et également inclinées sur ce plan; 

3**. L'oblique qui s'écarte le plus de la perpendiculaire est 
la plus longue et la plus inclinée. 
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Soient menées la perpendiculaire AP et les obliques AB, 
AC, AD, A£, AQ (6g. 28g) sur le plan MI^^ et soient joints 
les pieds PB , PC , PD , etc . 

i^. Tous les triangles rectangles ainsi formés tels que APC, 
APBy etc., auront les obliques pour hypoténuses respectives, 
et la perpendiculaire AP pour côté compaun ; donc la perpen- 
diculaire est plus courte que les obliques (n^ i25}. 

2^. Si les obliques AB, AC, AD sont également éloignées 
de la perpendiculaire, c'est-à-dire si les distances PB, PC, 
PD sont égales, les triangles rectangles APB, APC, APD 
seront égaux; ainsi l'on aura AB = ACr=AD^ et les angles 
B=C = D.... 

3^. Si l'oblique AE est plus éloignée que AO , c'est-à-dire si 
PE>PO , on pourra prendre sur PE tine longueur PO'sasPO, et 
Fon aura l'oblique AC/sAO, mais dans le plan AE PAE>AO' ; 
donc AE > AO. De plus l'angle EAP > O'AP , et par suite le 
complément AEP < ACP qui est égal à AOP, 

Réciproquement : On démontrerait de même que si des 
obliques sont égales elles s'écarteront également de la per- 
pendiculaire; que si elles sont inégales , la plus longue s'en 
écarte davantage ; et que si des obliques partant d'un même 
point sont également inclinées sur un plan , elles seront égales 
et s'éloigneront d'une même quantité de la perpendiculaire 
abaissée du même point sur ce plan. 

Corollaire i^'^ La perpendiculaire mesure donc la vraie 
distance d'un point à un plan , puisqu'elle est la droite la 
plus courte qui puisse exister entre eux. 

Corollaires. Toutes les obliquas égales qui partent d'un 
même point de la perpendiculaire à un plan , déterminent sujf 
ce plan une suite de points situés sur une même circonférence 
dont le pied de cette perpendiculaire est le centre. 

Cette propriété donne le moyen d'abaisser une perpendi- 
culaire à un plan par un point extérieur A , car il suffit de 
décrire de ce point sur le plan une circonférence , ou seule- 
ment un arc EBC, de chercher son centre P et de joindre PA, 
qui sera la perpendiculaire demandée. 
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THÉORÈME VIIL 

324. Si du pied P if une perpendiculaire à un plan MH 
on mène une perpendiculaire PB à une droite CD située sur ce 
plan, et qu^on joigne B à un point quelconque kdekV , cette 
dernière AB sera perpendiculaire à CD. 

Prenez BC =BD (fig. 290 ) , et joignez PC, PD, AC, AD j 
d'après cela , les obliques PC et PD qui s'écartent paiement 
de la perpendiculaire PB sont ^ales , et par suite les autres, 
obliques AGy AD, qui alors sont ëgfilement éloignées de la 
peipendiculaire AP. le seront aussi; mais si AC=AD, le 
. triangle ACD est isoscèle , et la ligne AB qui va du sommet 
au milieu de sa base CD est perpendiculaire à cette base. 

On peut faire usage de cette propriété pour mener par ua 
point extérieur à un plan une perpendiculaire à une droite 
située sur ce plan ; il suffit pour cela d'abaisser du point 
dohné A une perpendiculaire AP , de mener PB perpendicu* 
laire à la droite CD, et de joindre AB , qui sera la perpendi» 
culaire demandée. 

THÉORÈME IX. 

325. Toutes les perpendiculaires élevées à un même plan, 
sont parallèles entre elles. 

Soient les lignes AP, A'P', A'P*', etc. (fig. «91) , qu'on 
suppose perpendiculaires au plan MN; si l'on joint les pieds 
par des droites PF, PP*, FP*, ... on aura des angles droits 
APr, A'P'P, APP*, A'P', etc. Donc AP et A'F sont paral- 
lèles, comme étant perpendiculaires à une même droite PP'; 
AP, A'P*' sont aussi parallèles , comme étant perpendicu- 
laires à une même droite PP* ; et AT', A^Psont aussi paral- 
lèles comme étant perpendiculaires à une même droite FP*, 
ainsi de suite ; donc toutes les perpendiculaires & un plan sont 
parallèles entre elles. 

Scolie. Parmi toutes ces parallèles , celles dont les pieds 
font une ligne droite sont situées dans un même plan perpen- 
diculaire au premier. * 
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THÉORÈME X. 

3â6.RéGfPROQn£HEiTT : Lorsqu'unp droite est perpendiculaire 
à un plan, toutes les parallèles à cette droite sont aussi per~ 
pendiculaires au même plan. 

Si AP ( fig.,^92 ) est perpendiculaire au plan MN , et qu'une 
autre ligne BD soit parallèle à AP^ BD coupera nécessaire- 
ment le plan MN. De plus , si par APet BD on conduit un 
nouveau plan , eeluwcl passera par le pied P et devra couper 
HN suivant une ligne PD qui contiendra le point d'intersec- 
tion de CD avec le jdan MN. Soit donc D ce point d'inter- 
section ; siBD n'est pas perpendiculaire à 4INy on pourra en 
élever une DG ^ mais alors DC serait parallèle à AP (n* 3^5), 
etril y aurait par le point D deux parallèles à la ligne AP , 
ce qui est impossible ; donc il faut que DB soit perpendiculaire 
au plan MN. 

Il résulte des deux théorèmes précédens que, lorsqu'un 
nombre quelconque de droites sont parallèles , tout plan per-* 
pendiculaire à Tune d'elles est perpendiculaire aux autres. 

THÉORÈME XI. 

327. Toute droite située Jiors d^ un plan est parallèle à ce 
plan, dès quelle est parallèle à une autre ligne tracée sur le 
plan. 

Si la ligne extérieure AB (fig. 298} est parallèle à ad située sur 
le plan MN, elle sera parallèle à ce plan ; car si Ton conduit un 
second plan par les deux parallèles AB , ab ^ la ligne AB ne 
pourra plus sortir de ce plan ; ainsi elle ne saurait rencontrer 
MN que sur la direction ab ; mais ab et AB étant parallèles, 
ne peuvent pas se couper : donc AB est parallèle au plan MN. 

Scolie I*'. Par un point donné hors d'un plan^ on peut 
mener une infinité de droites parallèles à ce plan. 

Scolie 3. Si des extrémités d'une droite extérieure AB 
(fig. 294) on abaisse des perpendiculaires .sur un plan , la 
distance PQ de leurs pieds est dite la projection de cette 
droite sur le plan. 
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Dans le cas ou la droite est parallèle aa plw » la projectioa 
est égale à cette droite , tandis que si elle était perpendicu-r 
laire, sa projection se réduirait à un seul point. 

THÉORÈME XII. 

$28. Deux plans perpendiculaires à une même droite sont 
parallèles entre eux. 

Si les deux plans MN, PQ (fig. agS) sont en même temps 
perpendiculaires à la droite AB ils seront parallèles,: car s'ils 
se rencontraient , on pourrait mener de l'un des points de 
contact, et dans les plans, respectifs MN, PQ, des droites 
aux pieds A et B de la ligne AB , lesquelles devraient être 
perpendiculaires à cette ligne; et alors on aurait deux per- 
pendiculaires absâssées d'un même point sur une droite AB; 
ce qui est absui^de. Donc ces plans ne sauraient se couper. ' 

THÉORÈME XIII. ^ 

32g. Lorsque deux plans parallèles sont coupés par un 
troisième plan , les intersections sont parallèles. 

Si les insersections-ABy CD (fig. 296) des deux plans paral- 
lèles MN y PQ , par le troisième plan AD ne sont pas paral- 
lèles, elles se rencontreropt en quelque point, puisqu'elles 
sont dans un même plan AD ; mais comme elles sont I'udq 
dans le plan MK et l'autre dans lé plan PQ, leur point de 
contact devra appartenir i. la fois à ces deux plans ; donc 
alors ces plans ne sauraient être parallèles , ce qui est contraire 
à l'hypothèse. 

THÉORÈME XIV. 

33o. Lorsque deux plans sont parallèles ^ toute droite per^ 
perpendiculaire à tun est perpendiculaire à F autre. 

Soient deux plans parallèles MN, PQ (fig. ^^)<f et la 
droite AB perpendiculaire à, PQ : par cette ligne, conduisons 
dans une direction quelconque un troisième plan qui coupera 
les deux autres selon les lignes AC, BD , puisque MN et PQ 
sont parallèles, les intersections AG et BD le seront aussi; et 
commue par hypothèse l'angle ABD est droit, il faudra que 
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BAC soit Un angle droit. D'ailleurs les parallèles AC et ,BD 
peuvent prendre tonte sorte de "positions autour de AB ; donc 
BA sera perpendiculaire à toutes, les droites qiû passent par 
soD pied A , et par suite au plan MN. 

Corollaire. Donc par un point donné on ne peut mener 
quSin seul plan parallèle à un autre. 

THÉORÈME XV. 

33i. Deux plans paraUèles à un troisième sont parallèles 
entre eux. 

Supposons que les plans M N et PQ ( fig. 297 ) soient tous 
les deux parallèles à RS ; par un point G de RS élevons une 
perpendiculaire CA qui devra , d'après le théorème précéclent, 
être en même temps perpendiculûre à PQ et à MN ; mais 
alors ces deux derniers plans étant perpendiculaires à une 
même droite seront paraUèles entre eux. 

THÉORÈME XVI. 

332. Les lignes parallèles comprises entre des plans pa^ 
rallèles sont égales. 

Soient les paraUèles AB,, CD, GH (fig. 298) coupées par les 
plans parallèles MN , PQ ; si Ton conduit un plan selon AB 
et CD y les intersections A^ , BD seront parallèles , et la figure 
ABCD sera un parallélogramme , puisque ses côtés seront pa- 
rallèles deux à deux ; donc AB = CD. 

On aurait de même AB=GH, et ainsi de suite : donc la 
proposition énoncée est vraie dans tous les cas. 

Corollaire. Si Tune des lignes était perpendiculaire aux 
plans MN9 PQi elles le seraient toutes et mesureraient la 
distance des divers points de ces plans ; donc les plans pa- 
rallèles sont partout également distans. 

T^iÉORÈME XVn. 

333. Si deux angles situés dans des plans dijférens ont leurs 
côtés parallèles , les plans qui les contiennent seront aussi pa^ 
rallèles ; et si de plus les côtés des angles sont dirigés dans le 
V^me sens, ou dans un sens opposé, ces angles seront égaux. 
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Supposons que dans les deux angles A, A' ( fig. 299) non 
sitaés dans un même plan on ait AB parallèle à A'B' et AG 
à AfC Par le sommet A abaissons AP perpendiculaire au plan 
de Tangle FA'C, et par le pied P menons PD et PG parallèles 
à A'B'etA'C Ces lignes PDet PG seront aussi parallèles à 
AB^AG; mais alors les angles PAB, PAG , seront égaux aux 
angles APD , APG ; or , ceux-ci sont droits , donc les autres 
le seront aussi, et par conséquent les deux plans BAG, B'A'G' 
seront perpendiculaires à la même droite AP et parallèles 
entre eux. 

En second lien , prenons les longueurs AB:=An)% AGtzrA'G', 
et joignons BG, B'G% AA% BB", GC; [la figure ABB'A' sera un 
parallélogranmie y puisque AB est égal et parallèle à A'B^; 
donc AA' = BB'. On aura de même dans le parallélogramme 
AA'CG, AA.' = CG', d'oi BB'=GG'; mais alors la figure 
BGG'B' est aussi un parallélogramme , et l'on a BG = B'G' ; par 
conséquent les deux triangles ABG, A'B'G ont les trois côtés 
égaux et sont égaux ; ainsi l^ngle A = A'. 

G0ROLLA.IRE I*'. Deux plans sont donc parallèles dès que 
deux lignes qui se croisent dans l'un sont respectivement pa« 
ndlèles à deux autres lignes qui se croisent dans l'autre. 

GoEOLLAiBE 2. Deux plaus sont parallèles dès que trois points 
de l'un (non en ligne droite) peuvent être joints à trois points 
de Vautre par des droites égales et parallèles. 

THÉORÈME XVIU. 

334» Les lignes droites qui traversent des plans parallèles 
sont coupées en parties proportionnelles par ces plans. 

Supposons que les lignes AG, DH (fig. 3oo) coupent les 
plans parallèles MN, M'N\ M'^N' aux points A,B,G,D,G,H ; 
joignons deux extrémités de ces lignes par la droite AH , et 
conduisons suivant AG, AH, un plan qui coupera les plans 
donnés selon les parallèles BO , GH ; nous aurons donc ^ 
à eause de ses parallèles , la proportion suivante : 

AB :bc::ao:Oh. 
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De même en faisant passer un plan par les lignes HA, HD^ 

nous aurons encore des intersections parallèles OG, AD qui 

donneront AO: OH :: D6 : GH ; donc, à cause du rapport 

commun , AB : BG :: DG : GH. 
Scelle^ Si les lignes étaient parallèle^ , lés segmens seraient 

égaux chacun à chacun. 

THÉORÈME XIX. 

335. Un nombre quelconqu& de droites parallèles cçupées 
par un même plan soni toutes également inclinées sur ce 
plan. 

Soient les parallèles AB, A'B% A'B', etc. (fig. 3oi }, qui 
rencontrent le plan Mlf : par les points d'intersection élevons 
des perpendiculaires AP, A'P', A*P^ à ce plan, lesquelles se- 
ront aussi parallèles^ entre elles, et formeront avec les pre- 
mières de» angles égaux PAB ss P'A'B' =îs P''A''B\ . • . ; mais 
alors les complémens de ces angles seront aussi égaux. Or, 
ces complémens sont évidemment pour chaque ligne son in- 
clinaison sur le plan MN; donc ces inclinaisons sont égales. 

JII. — INTERSECTION DES PLANS ENTRE EUX. 



Des ailles polyèdres. 

336. Nous avons déjà donné le nom d'angle à l'inclinaison 
mutuelle de. deux plans qui se coupent, ou mieux à l'espace 
qu'ils renferment entre eux. Mais pour distinguer cette sorte 
d'angles de ceux formés par des droites, et qu'on appelle 
angles plans , on a adopté la dénomination à* angle dièdre 
pour désigner cette inclinaison. 

La ligne droite qui est l'intersection de deux plans s'appelle 
Yarète de Vangle dièdre. Ainsi l'espace renfermé entre les 
deux plans AM, AN (fig. 3o2} est l'angle dièdre de ces deux 
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plans , et la ligne AB en est Tarète. On dësigae un angle 

dièdre par son arête. 

337. Les plans jouent le mèine. râle dans les angles dièdres 
que les lignes droites dans les angles plans ; ainsi deux plans 
qui se coupent forment quatre angles dièdres qui ont Tinter^ 
section des plans pour arête coramiune , et qui renferment 
enWe eux tout l'espace , lorsqu'on suf^ose ces plans prolongés 
jusqu'à Tinfini. 

Ces angles j pris deux à deux , sont ou opposés au sommet 
ou adjacens ; ils peuvent être droiu , aigus ou obtus. Lorsr- 
qu'ik sont droits , les plans sont perpendiculaires entre eux. 

Deux angles dièdres sont égaux lorsqu'ils peuvent coïncider 
exactement, ien les. appliquant l'un dans l'autre. Nous dé- 
montrerions ici, comme pour les angles plans , que la somme 
des angles dièdres adjacens vaut toujours deux angles dièdres 
droits ; que les langles opposés au sommet sont égaux , etc. ; 
que lorsque deux plans parallèles sont coupés par un troi- 
sième pian , les angles dièdres correspondans sont égaux ainn 
que les angles alternes-internes, etc. , etc. 

Les angles dièdres sont complémentaires, ou supplémen- 
taires dans les' mêmes circonstances que les angles plans. 

338. Lorsque par un même point de l'arête AB d'un 
angle dièdre ( fig. 3oa} , on élève à cette arête une perpen- 
diculaire OP située dans le plan AH , et un autre OG , située 
dans le plan AN , l'angle plan DOG formé par ces deux per- 
pendiculaires s'appelle l'angle correspondant à l'angle dièdre 

ab; 

339. Lorsque trois plans se coupent mutuellement , de ma* 
nière à avoir un point unique S commun (fig. 3o3), c'est-à-* 
dire lorsqu'un troisième plan TV passe par un des points de 
l'intersection AB des deux autres MN, PQ, l'espace entier est 
divisé , autour de ce point , en huit parties analogues à SDfiC, 
quatre au-dessus , quatre au-dessous de chaque plan. Ces 
portions d'espace renferhiées ainsi entre trois plans qui abou- 
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tissent au même point portent le nom Sangles trièdres^ TroU 
plans indéfinis qui s'entrecoupent fonnent donc toujours huit 
angles trièdres. Le point S s'appelle le sommet de ces angles > 
et les intersections respectives SA, SB, SG en sont les arhles ; 
enfin les angles plans GSD, DSB , BSG , que ces arêtes font 
^tre elles , sont dits les faces de Tangle trièdre. 

Un angle trièdre est donc composé de trois faces , de trois 
avètes , de trois angles dièdres et d'un sommet. 

Les trois plans générateurs , qui par leurs intersection^ dé- 
terminent huit angles trièdres, peuvent d'ailleurs être inclinés 
^tre eux d'une quantité quelconque; en sorte que dans un 
angle trièdre en général, les plans et les angles dièdres peuvent 
varier à l'infini. 

Cela posé, un angle trièdre est dit rectangle lorsque ses angles 
plans , et par suite ses angles dièdres , sont droits. 

Trois droites , non situées dans un même plan , qui partent 
du même point, peuvent être regardées comnie les trois 
arêtes d'un trièdre dont ce point serait le sommet , et servent 
à déterminer cet angle. C'est pourquoi on est convenu de dé- 
signer uii angle trièdre par ses trois arêtes. Quelquefois ce- 
pendant on l'indique par ie sommet seulement ; ainsi, l'on dit 
l'angle SABC ( fig. 3 1 o ) , ou bien l'angle S. 

340. Lorsqu'on prolonge les arêtes SA, SB, SC (fig. 3o4) 
d'un angle trièdre, au-delà du sommet, on forme un 
antre angle trièdre Sabc opposé au premier , dans lequel les 
angles plans aSc^ aSbj tôc, sont respectivement égaux aux 
angles ASC, ASB, BSC de l'autre , mais disposés d'une manière 
inverse. Pour cette raison, ces deux angles trièdres sont dits 
sjrmétrigues l'un de l'autre. 

Par conséquent, les huit angles trièdres, formés par trois 
plans qui s'entrecoupent , sont symétriques deux à deux. 

. 341 . Enfin , on conçoit que quatre , cinq^ six et un nombre 
quelconque de plans puissent passer par un même point ; car 
il suffit de se représenter dans l'espace un pareil nombre de 
drçiites partant d'un même point , et comprenant entre elles 
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des angles plans^ dent dltaftaMohl les intersections respectÎTesK 
Or^^ les pofftiotifr d'eqpwBe auwr IteU^es, portent en général le 
ne»» d^ig wyfaiyB^Mpeji v ok m^glm JfÊÏBdfiT, On distingue I9 
angles polyèdres par le nombre d'anglbft|^tM^. ou faces qui 
les composent ; ainsi SABCDE (fig. 3o5) sera m» aai^Acinq 
faces y ou dLng\e pentaèdre. 

Les angles polyèdres contiennent autant d'arêtes et d*angili. 
.dièdres que d'angles plans. Ces angles plans et ces angles dièdres 
peuvent être aîgus, droiu ou obtus, égaux ou in<%auZy et va- 
rier à l'infini ; mais leur somme est restreinte entre certaines 
limites que nous déterminerons par la suite. 

. 342* Un angle polyèdre , dans lequel les angles plans sont 
^aux et également inclinés entre eux , est dit régulier, 

343. Les arêtes prolongées au«<lelà du sommet d'un ai^ 
polyèdre déterminent , comme dans Tangle trièdre, un auUe 
angle sjrmélnque du premier. 

THÉORÈiME I«f. 

344* Lorsque deux plans se coupent, f angle correspondam 
à. r angle dièdre qu* ils forment est constamment le même 
dans toute retendue de leur intersection. 

Soit l'angle dièdre AB (fig. 3o6) , formé par les deux plans 
AP, AQ ; par diverspoiiits arbitraires o,o',o*. . . de l'arête AB me- 
nons dans le plan AQles perpendiculaires OM,0'M',0^', qui 
seront parallèles entre elles , et dans le plan AP les perpen* 
diculaires ON, O'N', 0"N' également paraUèles^ Ces lignesib- 
ront des angles MON jM^O^N^M^'O^N" , qui seront les angles coi^ 
respondans à l'angle dièdre pour chacun des points o^o'^o".,. 
Or, ces mêmes angles auront les côtés parallèles et dirigés 
dans k même sens , et seront égaux ; donc le principe est 
démontré. 

Co&oLLAiRE. Deux angles dièdres qui auraient des angles 
plans correspondans égaux seraient superposables et égaux; 
carsi on les portaitl'un sur Tautre, en faisant coiùcider les arêtes 
et deux de leurs faces , les deux autres devraient aussi se re- 
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coavrir , sans quoi Tifl^baison ne serait pas la même pour les 
deux. 

Scolic. L'angle plan , formé par lea deux perpendicu- 
laires OM^ ON , est le plus petit angle que puissent faire deux 
droites qui partent d'un même point de Tarète AB | et qui sont 
situées dans les plans AP , AQ. 

THÉORÈME IL 

345. Les angles dièdres sontproporUonnels aux angles pUms 
earrespondans, . 

Soient les deux angles dièdres AB9GH (fig. 307) » et leurs 
angles plans correspondans COD^COD't des sommets et 0^, 
avec un même rayon ^ décrivons deux arcs de cercle CD» Glf^ 
qui seront les mesures respectives des angles plans O9 0'. Main- 
tenant, si Ton applique à ces angles et à leurs arcs la construc- 
tion et le raisonnement (n*^ 81 ) pour trouver leur commune 
mesmie, on parviendra à diviser les uns et les autres en un 
certain nombre de parties égales ; ensuite si , par chaque divi- 
sion et par les arêtes AB, GH on conduit des plans sécans , on 
décomposera les angles dièdres AB, GH, en autant d'angles 
dièdres partiels que les arcs CD et Gjy contiendront de divi- 
sions ; mais ces angles partiels. seront tous égaux entre eux ; car 
ils correspondront tous à des angles plans égaux ; ainsi l'un 
d'eux peut être pris pour unité de mesure des angles donnés 
AB, GH : d'ailleurs , il est évident que quel que soit le nombre 
des divisions des angles plans et 0\ ce nombre sera le même 
pour les angles dièdres AB, GH; en conséquence le rapport 
àts premiers sera toujours numériquement égal à celui des 
autres, même dans le cas où ces rapports seraient incommen«> 
surables. On aura donc constamment la proportion , angle 
dièdre AB : angle dièdre GH M angle plan : angle plan 0^ 

Scolîe. C'est par suite de cette propriété qu'on est convenu 
de prendre pour la mesure des angles dièdres les angles plans 
qui leur correspondent , ou bien les arcs de ces derniers , et de 
même que l'angle droit ou le quadrant est pris pour l'unité 
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des angleft plans, de même Tangle dièdre droit sera ranité des 

angles dièdres , car il correspondra à Tangle plan droit. 

On voit par là que les propriétés des angles dièdres sont les 
mêmes que celles des angles plans, et qu'elles peuvent être 
démontrées par le secours de ces derniers. 

THÉORÈMË IIL 

346. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan, tout 
autre plan conduit par cette droite est perpendiculaire au 
premier. 

Soit âP perpendiculaire au plan MN (fig. 3o8) ; menons sui-^ 
Tant cette ligne Un second plsfn AG qui coupera MN en CD. 
Par le pied P et dans le plan MN élevons une perpendiculaire 
GH à CD. Alors Tangle APG mesurera l'inclinaison des plans 
MN, AG ; or cet angle est droit , car la perpendiculaire AP 
fait des angles droits avec toutes les droites qui passent par 
son pied dans le plan MN ; donc le plan AG est perpendiculaire 

THÉORÈME IV. 

347. Tout plan perpendiculaire à t intersection de deux 
autres plans est perpendiculaire à chacun deux. 

Soit AP l'intersection commune aux deux plans AG,AG 
( fig. 3o8) : si Un troisième plan MN est perpendiculaire à cette 
intersection , tout plan conduit suivant AP sera perpendico^ 
laire à MN ; donc MK est pel*pendiculaire à AG et à AG. 

THÉORÈME V. 

348. Lorsque deux plans sont perpendiculaires entre euxt 
et que Von rhhne dans Vun d^eux une ligne perpendiculaire 
à leur intersection commune, cette ligne est aussi perpenâi'^ 
cuLùre à t autre plan. 

Soit le plan AG (fig. 3o8) perpendiculaire à MN et GD leur 
intersection; menons dans le plan MN la droite GH per« 
pendiculaire à cette intersection , et dans le plan AG menons 
aussi PA perpendiculaire à la même intersection. L'angle APG 
sera droit, car, par hypothèse , les plans sont perpendiculaires ; 



Digitized 



by Google 



GHAPITAE I. 9a5 

mais Tangle GKest aussi droit , donc GHest perpendiculaire 
au plan AC. 

On démontrerait facilement aussi que si deux plans MN, AG 
sont perpendiculaires y et' qu'on élève une perpendiculaire AP 
à l'un d'eux par «n point de rinterseetion commun, elle sera 
contenue tout entière dans l'autre. 

T8É0RÈME VI. 

349- Si deux plans perpendiculaires à un troisième se 
coupent, la ligne d intersection sera aussi perpendiculaire à 
ce troisième plan. 

Si les deux plans AG, AD sont perpendiculaires a MN, et 
qu'ils se coupent selon AP, le point P (fig. 3o8) appartiendra 
aux trois plans , et si de ce point, on élève une perpendiculaire 
a MN , elle devra , d'après le théorème précédent, se trouver 
à la fois dans les deux plans AG| AD ; donc elle sera leur inter- 
section AP, seule ligne qui puisse leur être commune. 

THÉORÈME' VII. 

35o. Si, dun point donné dans un angle dièdre, on abaisse 
des perpendiculaires sur les deux faces j. ces lignes feront un 
angle qui sera le supplément de F angle dièdre^ 

Par le point donné (fig. 3og), menons les perpendicu- 
laires OP, OQ aux deux faces MN, NS de l'angle dièdre, et 
faisons passer par ces lignes un plan OPfiQ qui sera perpendi- 
culaire à ces deux faces, et par suite à leur intersection NR ; 
alors les perpendiculaires et les traces PB, Q6 formeront un 
quadrilatère dans lequel les angles et B seront supplémen- 
taires, car les deux autres P et Q sont droits ; mais l'angle B 
est l'angle correspondant à l'angle dièdre VR, puisque PB 
et BQ sont perpendiculaires à Tarète RN , et est celui que 
forment les perpendiculaires qui partent du point donné ; donc 
ces deux angles sont supplémentaires. 

. Scolie. Si le point se trouvait à égale distance des deux 
faces MN, NS, c'est-à-dire ^ si OP = OQ, le quadrilatère OPBQ 
serait symétrique , la diagonale OB le diviserai! en deux trian^ 

i5 
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gles rectangle* égaux; et si Vim laumii pasier uu plan paj^ 
l'arête NR et et par la diagonale OB , ce plan diviserût l'angle 
dièdre donne en deux parties égales. 

RÉcipaoQUEMKBT : Lorsqu'un plan divise un^uigle dièdre en 
deux parties égales , chaipe point de ce plan sécant se trome 
à égale distance des deux Caces de Tangle dièdre. 

THÉORÈME VIU. 

35 1 . Dans tout angle dikdre , une f me quelconque eUphis 
petite que la somme des deux autres , et plus grande que leur 
différence. 

Supposons que dans l'angle trièdre S (fig. 3 lo), la face ASB 
soit plus grande que les autres; alors dans le plan de cette 
face , et par le sommet S , tirons une ligne SD qui fiisse avec SA 
un angle ASDs=ASC. Par un point D tirons à volonté la 
droite ADB , prenons SC = SD et joignons CA, CB. 

D'après cette construction les deux triangles SAD, SAC se- 
ront égaux, comme ayant un angle ^al compris entre côtés 
épaux chacun à chacun , donc AD=:AG, et comme dans le trian-- 
gle ACB , AB < AC + CB , il faudra que DB < CB. 

Mais si, dans les deux triangles SDB, SCB, qui ont un 
côté commun SB , et un autre côté égal SD =r SC , le troi- 
sième DB < CB, il en résultera que l'angle DSB < CSB 

Donc, ASD+DSB<ASC4 CSB, ou bien ASB<ASC+CSB. 
En second lieu, cette inégalité donne CSB > ASB — ASC. 

THÉORÈME IX. 

352. Si par le sommet S £un angle Irihdre on mène une 
droite SD dans F intérieur , et que par cette droite et deux 
quelconques dès arêtes de cet angle on fasse passer deux plans 

pour déterminer un autre angle trièdre, la somme de ces 
deux faces nouvelles SDB -|- SDA sera plus petite que la somme 
des deux qui les enveloppent 5CB + SGA. 

En effet , prolongep;is un de ces plans SDA (6g« 3i i) , jus* 
qu'à ce qu'il coupe la face SCB suivant SO; nous aurons 
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^Vîbord, âjyu Pangk irièdte pArtielSBOD, SBD<SBO^SOD, 
eteo ajoutant départ et d'antre SDA,5BD4-SDA<SA0+SOB. 
Mais dans Fannie partiel SOC A, SO A < SOC -f- SCA ; donc 
^AO + SOB < SBO + SOC + SCA, ou bien SAO + SOB 
< SAC + SCB , et à plttsforteraison SBD+SDA < SAC 4. SCB* 

IHÉORÈMEX. 



\ 



353. Si d'un point pris dans V intérieur d*un angle trihdre , 
=cn abaisse des perpendiculaires sur ses faces, elles détermine'' 
ront un second angle trihdre dont les faces seront les suppléa 
mens respectifs des angles dièdres du premier; et réciproque" 
ment les angles plans du premier seront les supplémens des 
angles dièdres du second. 

Soit uù point de l'espace renfermé dans Tangle trièdre S 
(fig. 3i2). Abaissons de ce point les perpendiculaires OP sur 
la face ASC, OQ sur la face ASB, et OR sur BSC. Parles deux 
lignes OP, OQ faisons passer un plan qui sera perpendicu- 
laire aux deux faces ASC , ASB, ainsi qu'à leur arête com- 
mune SA (n^ 349)9 et qui déterminera par son intersection 
avec ces faces un quadrilatère OPAQ^ dans lequel les angles A 
et G seront supplémentaires (n^ 35o); mais A est la mesure de 
Tangledièdre SA, etO est un des auglesplans de Tangle trièdre 0; 
donc Tangle plan POQ est le supplément de- l'angle dièdre SA. 

De même, si nous conduisons un plan suivant OP, OR, nous 
obtiendrons un quadrilatère OPCIl,par lequel nous verrons 
que POR est le supplément de l'angle dièdre SC. Enfin , l'angle 
plan^^OR sera aussi le supplément de l'angle dièdre SB. 

RéciPROQUEBiENT. Lcs arètcs SA, SB, SC, étant respective- 
ment perpendiculaires aux faces de l'angle trièdre 0^ il en ré- 
sulte que le trièdre S se' trouve , par rapport au trièdre , dans 
la même position que celui-ci par rapport à S; ainsi la dé-* 
monstration ci-dessus peut également s'appliquer à l'un et à 
l'autre ; par conséquent Tangle APC qui mesure l'angle dièdre 
OP sera le supplément de Tangle plan ASC, et ainsi des autres. 
Donc la proposition ci-dessus est dénaontrée dans toute sott 
étendue. 

i5.. 
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Pour exprimer cette relation , oa dît que les angles trië> 
dres S et O sont supplémentaires. 

THÉORÈME XI. 

354. Si deux angles triedres sont composés de trois angles 
plans égaux chacun à chacun, leurs angles dièdres seront aussi 
égaux chacun à chacun. 

Il peut arriver que dans ces angles triedres les angles plans 
soient disposés de la même manière ou d'une manière inverse ; 
mais la proportion est Vraie dans les deux cas , comme nous 
allons le démontrer. 

Soient les deux triedres S, S' (fig. 3i3) dans lesquels on a 
ASC = A'S'(r, ASB = A'S'B', BSC = B'S'C, et où la disposi- 
tion est la même , et soit un troisième trièdre S" qui a les 
mêmes angles plans que les autres , mais dont la disposition 
est inverse. 

Par un point de Farète SA , élevons dans les plans respec- 
tifs ASC, ASB» les perpendiculaires OM, ON, et l'angle MON 
sera la mesure de l'angle dièdre SA. Prenons S'0'=:S*0'=SO, 
et aux points O'O' répétons la même construction ; Fangle 
plan M'O'N' mesurera l'angle dièdre S'A', et l'angle M'O'N" 
mesurera S'A"; or, je dis que ces trois angles plans sont égaux. 

En effet, les triangles rectangles SOM, S'O'M', S'^O'Itf' ont 
un cAté égal SO = S'O' = S'O", et les angles égaux, car 
Tangle OSM = O'S'M' = O'STd" ; donc OM = O'M' = O'IT, 
SM = S'M'==S•M^ 

De même, les triangles rectangles égaux SON, S'O'NjS'CH', 
donneront ON=0'N'=OTî'', et SN=S'N'==S'N'. 

Mais , par suite de c^es égalités, les triangles, NSM, N'S'M', 
N^S'^M'^ auront un angle égal compris entre côtés égaux et 
seront égaux j donc MN = M'N' = M"N^ 

Par conséquent, les triangles OMN, OlH'N', O'M'N" formes 
de trois côtés égaux chacun à chacun seront aussi égaux dans 
toutes les parties , et Ton aura l'angle 0=0' = O''. 
Eu répétant la même construction pour les autres arêtes SB> 
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SG,' nouï prouverons également que ces angles dièdres sont 
égaux ; donc ht proposition e'noncée est vraie.- v 

Dans la démonstration ci^deasos « nous avoiift supposé que 
les angles plans réunis en S, S% S'' étaient aigus ^ auquel cals 
les perpendiculaires OM, ON rencontreront le^ arêtes SG, SB ; 
mais si ces angles étaient obtus , la rencontre aurait lieti sur 
les prolongemens B'S et G'S de ces arèté& (fig. 3 14)9 et^le 
triangle OMM se trouverait eu dehors de l'angle trièdre ; au 
reste , la démonstration serait la même , avec la seule diffiéreiv^ 
que L'angle plan NOM serait opposé au sommet.de Tan^le 

dièdre SA. 

THÉORÈME Xll. 

355. Réciproquement. Si deux angles irihdres ont ie^ 
angles dièdres éguux chacun à chacun , leurs angles plaris le 
seront aussi. 

En effet , si dans les deux angles trièdres S , S' ( fig. 3i 3) , on 
a les angles dièdres SA = S'A' ^ SB = S'B: , SC = S'C , et que 
Ton construise les angles trièdres Q>Q' respectivement supplé-* 
mentaires de S, S' (n** 353) , les deux nouveaux angles Q, Q' 
auront les angles plans égaux chacun à chacun, car ces angles 
seront les supplémens respectifs des angles dièdres donnés. 

Mais alors , d'aprèî? la proposition précédente , ces deux 
angles trièdres Q, Q' auront leurs angles dièdres égaux chacun 
à chacun , et par conséquent les angles plans de S , S' seront 
aussi égaux chacun à chacun , car ce seront les suppléa 
mens des angles dièdres de Q, Q'; la réciproque est donc 
démontrée. 

THÉORÈME Xm. 

356. Deux angles trièdres formés par trois cingles plans 
égaux chacun à chacun, et semblablement disposés \ sont 
égaux. ' 

En effet, si les deux t rièd res S , S' (fig. 3 1 3) on t les angles plans 
égaux chacun à chacun , leurs angles dièdres homologues le se- 
ront aussi ; et si Ton pose ces deux trièdres Furi dans l'autre , 
de manière que les sommets S, S' et les arêtes SA et S'A' coïn- 
cident , les faces égales SAB, S'A'B', ainsi que SAC, S'A'G* se 



Digitized 



by Google 



3ÎO œURS DE GÉOMÉTRIE. 

recoavriroDt exactement à çaasede l'angle dièdre SâssS'A'^ 
et alors Tarète S'B' tombera gur SB, S'C surSO, et par suite 
les deux aatrcs fiicesSBC,â'B'6'se confondront aussi ; donc 
les deux angles trièdres proposés sont égaax. 

CoKOLLàiiE. Deux angles trièdres sont donc égaux lorsqu'ils 
ont les arèjtes parallèles , car alors leurs angles plans sont égaux 
ebaeun à chacun. 

ScoUe. Si la disposition des angles plans dans une figure 
était inverse à celle de l'autre , comme S et S'' , les deux angles 
trièdres seraient spnétrigues ; maïs y comme d'ailleurs les 
angles dièdres seront toujours égaux , ou voit que deux auigles 
trièdres symétriques sont deux figures parraitement égales dans 
toutes leurs parties, sans être superposabies. 

Nous aurons occasion plusieurs fois de rencontrer ceUe éga- 
lité par sjrmétrie. 

CoROLLAiRC. Il résulte de là qu'avec trois angles plans don- 
nés , on ne peut former qu'un seul angle trièdre ou son sy- 
métrique ) et que deux angles trièdres qui seraient tons les 
deux symétriques d'un troisième, sont deux figures superpo-> 
sables et égales. 

THÉORÈME XIV. 

357 . Deux angles trièdres sont égaux lorsqu'ils ont les angles 
dièdres égaux chacun à chacun et semblablement placés. 

En effet , les angles dièdres étant égs^ux , leurs angles plans 
le seront 4ussi (n* 355), et nous retomberons dans le cas pré- 
cédent. 

THÉORÈME XY. 

358. Deux angles trièdres sont égaux lorsqiiils ont un 
angle dièdre égal compris entre deux faces égales chacune à 
chacune y et disposées de la même manière. 

Si, dans les deux angles trièdres S, S' ( fig. 3i3), on 
suppose l'angle dièdre SA = S'A', les «Bices ASBs=A'S'B% 
ASC = A'SX', et qu'on les porte l'un sur l'autre^ en faisant 
coïncider les sommets S, S' et les arêtes SA, S'A% alors, à 
cause de l'i^alité des faces, les autres arêtes SB, SB' et SC^ S^C 
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sf confondront^ et par eonséqaentjes deux angles seront 
égaux „ car ils coïncideront dans toutes leurs parties. 

THÉORÈME XVI. 

359. Deux angles trikdres sont égaux lorsqu'ils ont une face 
égale adjacente à des angles dièdres égaux chacun à chacun et 
^emblablement disposés. 

Soit l'angle plan ASC, A'S'C (Bg. 3 1 3),rangle dièdre SA=S'A', 
çt SC=S'C j si l'on porte l'angle trièdfe S' sur S en faisant 
coïncider les sommets S, S^ et les deux face& e'gales, les 
arêtes SA» S'k\ ainsi que SG, S'G se confondront ; de plus, 
comme l'inclinaison est la même de part et d'autre, les 
faces ASB, A'S'B' et CSB, C'S'B' se recouvriront exactement , 
et la troisième arête S'B' devant se trouver à la fois sur les 
deux faces ASB , ASB , ne pourra être que leur intersection SB ; 
donc les angles trièdres S, S' coïncideront et seront égaux. 

Dans les deux théorèmes ci^dessus , si la disposition des 
faces n'était pas la même ; les angles seraient symétriques. 

360. Observation, Tout angle polyèdre est ddcomposable 
en autant d'angles trièdres qu'il a de faces moins deux , car il 
suffit pour cela de mener des plans par une même arête et 
toutes les arêtes opposées. Ainsi les propriétés précédentes 
pourront s'appliquer en général à un angle polyèdre quel*^ 
conque ; et l'on peut dire que deux angles polyèdres sont 
égaux lorsqu'ils sont composés d'un même nombre d-angles 
trièdres égaux chacun à chacun et semblablement disposés ; 
qu'ils sont symétriques lorsqu'ils renferment un même nombre 
d'angles tiiêdres symétriques chacun à chacun^ et inversement 
disposés , etc. 

THÉORÈME XVII. 

36 1. La somme des angles plans qui forment un angle 
pofyèdrc quelconque i vaut toujours moins de quatre angles , 
droits. 

Menons, à travers l'angle polyèdre S ( ûg. 3i5) un plan qui 
rencontre toutes les arêtes, ce qui est toujours possible ^çt 



Digitized 



by Google 



2Îa COURS DE GÉOMÉTRIE. 

qui déterminera le polygone ABGDË. Par un pmntarhitraifc 
de ce polygone , menons ks lignes OA, OB^OG, OD, 0£ à 
ses sommets , et nous le ^divisons ainsi en autant de triangles 
partiels qu'il a de côtés , ou bien que l'angle polyèdre contient 
de faces. 

Par suite de cette construction , nous âurohs autour du 
point S y et autour du point un même nombre de triangles 
dont le s bases seront communes. Mais remarquons qu'à chaque 
sommet A, B^ G, . • . nous avons un angle trièdre formé d'im 
des angles du polygone , et de deux angles appartenant aux 
triangles qui ont le sommet en S , et que l'on a l'angle .... 
BÀE < BAS 4- BAS, CBA < CBS + ABS , etc. • d'aiHeur» 
BAE = BAO + OAE, CBA = CBO -f- OBA , etc. ; par consé- 
quent , les angles à la base des triangles qui ont le sommet 
en formeront une somme plus petite que les angles à la base 
des triangles qui ont le sommet en S. Mais comme le nombre 
des triangles est le même de part et d'autre , la somme totale 
des angles des premiers sera égale à la somme des angles des 
seconds , car elle vaudra pour les uns comme pour les autres 
dix angles droits. Donc la somme des angles au point O doit 
être plus grande que celle des angles au point S ; or , la pre* 
mière vaut toujours quatre angles droits : donc la somme des 
angles plans qui forment un anglepolyèdre est toujours moindre 
que quatre droits. 

Cette proposition es% vraie pour tous les angles polyèdres > 
quel que soit le nombre de leurs angles plans. 

PROBLÈME. 

362. Étant donnés les trois angles plans qui forment un 
angle trièdre , trouver leur incHnaison respective , c'est-à-dire 
la mesure de chaque angle dièdre^ 

Soit S l'angle trièdre donné (fig. 3i6) ; par un point A de 
son arête menons comme précédemment des perpendiculaires 
AC, AB, et achevons le triangle ABC, ensuite prenons sur une 
ligne S'A' = SA. Faisons sur ce plan un angle A'S'B' = ASB, 
A'S'C'=ASC, et C'S'B=iCSB% par le point A' élevons la perpen- 
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dkulaire B'C à S'A', alors le triangle rectangle S'A'B' sera égal 
au triangle rectangle SAfi de l'angle trièdre, car ils auront un 
côté égal et les angles égaux ; donc A'B' = AB. De inême le 
triangle rectangle Sk'C = SAC, et par suite A!G s AC. 

De plus , prenons S'B" = ,S'B' = SB, et les deux trian- 
gles S^BfC^ SBC, seront égaux comme ayant un angle égal 
compris entre côtés égaux , donc C'B" ==: CB. 

Maintenant, 'd« point A% etd'i^^ieWyerture de con^ipas égale 
à A'B', décrivons un arc de cercle ; du point C avec un rayon 
égal à G'B" décrivons un autre arc qui coupera le premier en M , 
et joignons MA% MC; le U'iangle A'TAG sera égal à ABC, 
car ils auront les côtés égaux chacun à chacun ; donc Fan-^ 
gle C'A' M' sera la mesure de l'angle dièdre SA. * 

En répétant la même construclioii pour les autres arêtes, on 
obtiendrait la mesure dos angles dièdres correspondans. 
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CHAPITRE IL 

DES CORPS SOLIDES OU POLYÈDRES. 



363. Pftrmi les foriuoa infiniet qu'ofitent les coips solide»,. 

il ea est un certain nombre de remarquables par les propriétés 

géométriques dont elles jouissent ^ et qu'on devrait appeler 

formes élémentaires, parce que c'est à elles que peuvent être 

ramenées toutes les autres. 

Ces formes ont reçu des noms particuliers dont, nous allons, 
donner les définitions. 

Lorsqu'un corps ou un espace est limité de tous côtés par 
des faces planes qui s'entrecoupent d'une manière quelconque^ 
ce corps porte le nom générique de Pofyhdre, Ces faces po- 
lygonales peuvent variera l'infini dans leur nombre , dans 
leurs formes et dans leurs dispositions ; et de là naissent di- 
verses classes de polyèdres qu'on distingue par des noms spé-f 
ciaux. Ainsi y en n'ayant égard qu'au nombre, on nomme : 

Tétraèdre ( fig. 3 1 7 ) , un cqrps ou un espace renfermé entre 
quatre plans triangulaires : c'est le plus simple de tous les 
polyèdres. On ne peut pa9 renfermer un espace avec moins 
de quatre plans , car trois plans réunis autour d'un même 
point forment un angle trièdre qui^ étant ouvert d'un côté ^ 
exige un quatrième plan pour le limiter. 

Hexaèdre, un polyèdre à .six faces ,^ quelle que sait leur 
forme. 

Octaèdre, un polyèdre à huit faces. 
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Dodécaèdre , ceitti ^ai a douxe fiices. 

Icas4ièdrç , cehii qui 4 vingt faces. 

On comprend que cette série de de'nominations poumût 
être poussée très loin^ mais ce sont là à peu près les seules 
usitées ; car on se contente de dire, en général, un polyèdre à 
cinq faces , à dix faces , à quinze faces , etc. 

364. Les faces des polyèdres, en s'entrecoupant , forment 
des angles dièdres et polyèdres égaux ou inégàuï. Mais lors- 
qu'un polyèdre est tel que toutes ses faces sont des poly* 
gones réguliers égaux, et que tous ses angles polyèdres sont 
égaux aussi , on lui donne le nom de poîjedre régulier. 

365. Si Ton veut avoir égard à la forme et à la position des 
polygones qui servent de faces aux polyèdres , alpr# çe^ der- 
niers reç<&veât les dénomi«atioD9 siûvantes : 

Prisme, On donne le noiâ de prisme à tout polyèdre formé 
par des parallélogrammes qui vont se terminer , de part et 
d'autre , aux périmètres de deux polygones égaux , parallèles 
et situés dans des plans difFérens , inais d'un nombre quel- 
conque de c^tés. 

Pour s'en faire une idée nette , soient deux polygones égaux 
ABCDE, a&c^fe (fig. 3 18); situés dans deux plans parallèles, 
et supposons qu'on joigne leurs sommets homologues par des 
droites Aa, fi6; Ce,. . . . , qui avec les côtés AB , ab ^ BG, bc^ 
de ces polygones , détermineront des parallélogrammes ABAa, 
Kcb y etc. , on formera ainsi un prisme. 

Les deux polygones s'appellent les bases du prisme , les pa- 
tallélogrammes latéraux en sont les faces ou les pans , et la 
distance des plans des bases , ou bien la perpendiculaire 
abaissée d'uii point de l'une sur le plan de l'autre , est la 
hauteur de ce prisme. 

Les bases d'un prisme peuvent être des polygones à trois, 
quatre , cinq , etc. , . . . côtés, et alors on a des prismes trian-^ 

gulaires, quadrangulatres , pentagonaux , etc On dit 

aussi des prismes à trois pans , à cinq pans , etc. 

Un prisme est dit droit on oblique , selon que ses arête» 
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latérales Aa, Bâ,. . . ^ «ont perpesdiixdaires oa non , aux 
plans des bases ; dans le prisme droit, les pains sont 4es rec- 
tangles. 

Enfin , un prisme droit dont les bases sont des polygones 
réguliers y est dit /inVme r^^ifZier. 

TJn prisme dont les deux bases ne .sont pas parallèles s'ap- 
pelle un prisme tronqué ou tronc de prisme (fig. 819) , parqs 
qu'on peut le considérer corakne provenant d'une section fsiite 
à un prisme entier. 

366. Pyramide, On appelle /y^rami^e un polyèdre compose 
d'un nombre quelconque de faces triangulaires qui , partant 
d'un même point, vont se terminer au périmètre d'un po- 
lygone , sî^ué dans un plan différent. 

Pour comprendre sa construction , soit un polygone ABCDE 
(fig. 320) et un point S hors de son plan; si l'on joint ce 
point à chaque sommet du polygone par les droites SA , SB, 
SG, on déterminera une pyramide. C'est donc un angle 
polyèdre limité par an plan qui coupe toutes les arètes« 

Le polygone ÀBCDE s'appelle la base de la pyramide ; le 
point S est son sommet ; la perpendiculaire SO abaissée du 
sommet sur le plan de la base est la hauteur ^ et les triangles 
latéraux sont dits les &ces de la pyramide. 

Selon que la base de la pyramide est un triangle ou un 
quadrilatère, etc. , on dit que la pyramide est triangulaire ^ 
quadrangulaire , perUagonale , etc. 

Une pyramide est droite ou oblique , selon que les arêtes 
latérales sont égales ou inégales ; si elle est droite , ses faces 
seront des triangles isoscèles et sa base un polygone inscrip- 
tible; car ces arêtes étant des obliques égales doivent s'é^ 
carter également du pied de la perpendiculaire. 

Lorsque la base d'une pyramide est un polygone régulier , 
et que son sommet se trouve situé sur la perpendiculaire élevée 
par le centre de cette base , la pyramide est dite régulière. 

Si l'on coupe une pyramide par un plan parallèle ou non 
à sa base ( fig. 821 ), mais qui rencontre cependant toutes le& 
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rèles latérales, an obtiendra un mmcde p^^ramide oaane 
pyramide tronquée. Le troac de pycantide a deux bases* • 

Observons que répilhète de régulier donnée au prisme et 
à la pyramide n'a pas la même acception que lorsqu'on l'ap- 
plique à un polyèdre en général ; car, dans ce dernier cas, 
la régularité exige Tégalite' de toutes ks faces et eell^ de tons 
les angles polyèdres en même temps, ce qui n'a. pas lieu 
dans la pyramide ni dans le prisme. 

367* La Géométrie élémentaire ayant pour but de connaître 
l'étendue des corps ^ sans s'occuper de leurs propriétés physi- 
ques, ne doit tenir aucun compte de ces dernières, et doit 
faire abstraction de toute matérialité , pour ne voir en eux 
que des volumes. C'est ûnsi que pour faciliter nos démons-- 
trations nous supposerons que les corps sont parfaitement 
'pénétrables et transparens , c'est-à-dire que Ton peut voir 
toutes leurs parties intérieures , et qu'on peut les appliquer 
les unes dans les autres. 

368. Gela posé, deux polyèdres seront appelés é^Au:r, lors* 
qu'étant appliqués l'un dans l'autre ils coïncideront exacte- 
ment dans tous leurs points, ou du moins lorsque nous 
pourrons nous convaincre que la superposition entraînerait 
cette coïncidence» 

Deux polyèdres qui sans pouvoir être superposés, c'est-à« 
dire sans avoir la même forme , renfermeront pourtant la 
même étendue , seront éguwalens : ici l'équifralence est Véga^ 
Uié en volume. 

369. Deux polyèdres sont appelés sjrméiriques lorsque tous 
leurs angles , toutes leurs arêtes et toutes leurs faces , quoique 
égales chacune à chacune , Sont pourt|int distribuées dans l'un 
d'après un ordre inverse à celui qu'elles ont dans l'autre. La 
symétrie est Yég alité de détail. 

On se fait une idée exacte de la symétrie en regardant 
l'image d'un objet vue dans un miroir. Là on remarque une 
identité parfaite dans les parties ; mais tout ce qui est à droite 
dans l'objet se trouve à gauche dans Timage. 
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3^0. Deux p9]yèdi«»sotitii0fffi6/^te liMwjm'iis sontcom* 
posés d'un même nombre de faces sembldde», aeinblabléiiieDt 
plàcëes , et dtlterniinant entre elles un même nombre d'angles 
polyèdres ége^ùx ctiactm à «baean* 

SA tontes le» parties tétant semblables leur disposition était 
inTerse, les dewc p^^lyèdrês seraioat dits tmersemcm tem^ 
blabhs. 

371. Un plan qui en coupant un polyèdre quelconque le 
divise en deux parties symétriques ^ s'appelle plan de sy- 
métrie* 

On donne aussi ce nom à im plan situé entre deux polyèdm 
symétriques, de telle manière que tous les points homologues 
de ces derniers soient situés à des distances égales et sar une 
même perpendiculaire à ce plan. 

372. On nomme plan diagonal cAm qui coupe un polyèdre 
en passant par deux arêtes opposées. 

Une diagonale j dans un polyèdre , est une droite qui joint 
deux sommets oj^osés. 

373. Un polyidre est concave ou convexe y selon qu'une 
ligne droite peut le couper en plus de deux points, ou en deux 
points seulement. Dans un polyèdre convexe , le prolongement 
d'une des faces ne peut jamais rencontrer les autres. 

Un polyèdre, en général , se désigne par les lettres placées 
à ses sommets, ou par deux lettres opposées. 

Après ces considérations, passons à Tétude des polyèdres 
en particulier, et commençons par le prisme et la pyramide, 
des propriétés desquels nous déduirons celles des autres. 

§ !•'. - DU PRISME. 

374» 11 existe plusieurs espèces de prismes, mais le plu» 
simple est le prisme triangulaire ABCDGH ou AG (fig. 322}, 
qui doit être considéré comme un prisme élémentaire, car 
un prisme quelconque peut toujours être décomposé en un 
certain nombre de triangulaires. En effet j un prisme, par aa 
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nature (6%. iiS)^ a toutes ses «rètes laléfales Aa, BA, Ce, ele. , 

^es et paraUèles, puisque ses faces soûl des parallëlogmin* 
mes , et que ses bases sont dans des plans parallèks ; par cou- 
séquenices arêtes, prises deux.à deux, sont dan^ un ménieplan. 
Ainsi Fonponira toujeurs boaduire dea plans diagonaux par les 
arêtes opposées Â0, £e, DJ, et diviser un prisme quelconque en 
autant de prismes triangulaires qu'il aura d'arêtes, moins deux. 

Vient ensuite le jprisme quadrangulaire qui offre trois va- 
riétés remarquables. 

1*: he parallélépipède. On nomme ainsi un prisme à quatre 
pans dont les bases sont aussi des parallélogrammes, tel 
que AH (fig. 3a3). C'est donc un espace renfermé entre six 
parallélogrammes. 

Un parallélépipède est droit ou oblique , selon que ses arêtes 
sont perpendiculaires ou non aux plans des bases. 

Un parallélépipède est dit rectangle (fig. 3a4)> lorsque 
ses bases sont des rectangles et que ses arêtes sont perpendi* 
cnlaires aux plans des bases , ce qui exige que toutes les faces 
soient des rectangles , et que les angles dièdres soient droits. 

a*. Hexaèdre régulier ou cube (fig. 3^5 ). On donne ce 
nom à un prisme composé de six carrés égaux assemblés à 
angles droits. C'est donc un parallélépipède rectangle dont 
les bases et les faces latérales sont égales. ' 

3®. Rhomboèdre (fig. 326). On appelle rhomboèdre un 
prisme formé de six losanges égaux. 

THÉORÈME !•«•. 

375. Toute sectionfaite dans un prisme par un plan parai» 
Ikle à sa base détermine un polygone égal à cette b€ue. 

Soient AD (fig. 3i8) le prisme donné, et MNPQRS la 
trace du plan sécant mené parallèlement à ABGDEF ; puisque 
ces plans sont parallèles et que les arêtes Aa, B^, Ce le sont 
aussi, on aura AMssBNaBsCP = etc. Par conséquent les 
figures AMNB, etc., BNPG, seront des parallélogrammes, et les 
côtés MN, NP, PQ> etc. , seront respectivement égaux et pa- 
rallèles aux arêtes AB, BG, CD; donc Fimgle MNP s ABC, 
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NPQ s BCD , etc. , et les deux polygones MNPQRS et AJBG0EF 
seront égaux , comme ayant les angles et les côtés égaux 
chacun à chacun. 

On démontrerait de même que les intersections fitites dans 
un prisme par des plans parallèles entre eux, sans l'être aux 
bases, déterminent des polygones égaux. 

THÉORÈME IL 

376. Deux prismes quelconques sont égaux lorsquils ont 
un angle trihdre compris entre trois faces égales chacune à 
chacune, et semblablement placées, 

SoienSles deux prismes AH ,AA(fig. 32 7), dans^esquels nous 
supposerons ACBD£= abcde^ A6GN = abgn , AELN = aeln ; 
alors les trois augles plans qui forment Tangle trièdre A seront 
respectivement égaux aux trois angles plans qui forment 
Tangle trièdre a^ et nous aurons Assu ( 354). Si donc nous 
portons le prisme ah sur AH , en faisant coïncider les angles 
'trièdres ^pix a et A, la base abcde couvrira exactement 
ABGDË, et les faces ^76^11, aeln y couvriront aussi ABGIÏ 
et AELN t en sorte que les sommets g^ n^ l^ se confondront 
avec G, I^, Ly ce qui exige que les bases supérieures ghkln 
et GHKLN coïncident exactement, car elles auront trois 
points communs ; donc tous les sommets et toutes les arêtes 
du prisme ah^ s'appliqueront sur ceux du prisme AH , et ces 
prismes seront égaux. 

GoBOLLAiEX 1*'. Deux prismes sont éyaux lorsqu'ils ont une 
base et une face égales chacune à chacune , et également in- 
clinées ; car alors les deux angles trièdres adjacens , formés de 
part et d'autre sont aussi égaux, ce qui revient au cas ci-dessus. 

Corollaire 2. Deux prismes droits qui ont des bases et des 
hauteurs égales sont égaux. 

Scolie i". Deux prismes égaux sont évidemment composés 
d'ummême nombre de prismes triangulaires égaux chacun à 
chacun , et semblablement placés ; et réciproquement deux 
prismes composés d'un même nombre de prismes triangu- 
laires égaux chacun à chacun, sont égaux. 
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Stolie â. Sx la disposition était inverse dans les divers cas 
ci-dessus 2 les prismes seraient symétriques, 

THÉORÈME III. 

877. Dans tout parallélépipède, les faces opposées sont 
égales et parallèles. 

Soit U parallélépipède BM (fig« 328 ) ; d'après sa définition 
ses bases sont égales et parallèles ; or , cela aura lieu aussi 
pour les faces opposées t car puisque AD est égal et parallèle 
à 6G , et que A6 est égal et parallèle à BH y l'angle GAD sera 
^1 et parallèle à HBG, et par. suite les deux parallélo* 
gramnses GADN et HBGM seront aussi égaux et parallèles. 

Le même raisonnement nous servirait à prouver que la face 
ABHG est égale et parallèle à DGMN. 

Corollaire l*^ On peut donc prendre pour bases d^ln pa;- 
xallélépipède une face quelconque et son opposée. 

Corollaire 2. Les douze arêtes d'un parallélépipède sont 
égales et parallèles, quatre à quatre. Ainsi, dès que Ton con- 
naît les trois arêtes qui aboutissent au même sommet , on 
connaît toutes les autres. Par conséquent trois droites , non 
situées dans un même plan, qui partent d'un même point et 
dont les longueurs et les inclinaisons respectives sont don-* 
nées , déterminent un parallélépipède ; et pour le construire , 
il suffit de mener par l'extrémité de chaque droite un plan 
parallèle à celui des deux autres. 

THÉORÈME IV. 

378. Dans tout parallélépipède les angles irièdres opposés 
sont symétriques, • ^ 

Considérons, par exemple, l'angle trièdre B (fîg. 828) et 
son opposé M. Si l'on prolonge au-delà du sommet M les 
arêtes MD, MN, MG, elles détermineront un angle trièdre 
"i&ndg symétrique de M (n^ 34o) qui sera déplus égal à B, 
car ces deux angles auront leurs arêtes parallèles et dirigées 
dans le même sens (n® 356) : donc.B et M sont symétriques. 
Il en serait de même pour deux autres , tels que A et N ; etc. 

16 
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THÉORÈME V.. 

37g. Tout plan diagortàl décompose un parallélépipède 
en deux prismes triangulaires symétriques. 

Par les deux arêtes BH et DM (fig. 328) da parallélëpipède 
AN inenoBS un plan BHMD qui de'terminera deux prismes 
triangulaires. Mais nous avons vu d'un côte' qo^ les angles 
opposés A et Ny ainsi que G et G, etc. , étaient symétriques, 
et de l'autre que les faces opposées étaient égales ; d'aiUenn 
les diagonales MH et BD divisent les bases en quatre triangles 
^anx j et la section BHMD est un parallélogramme commun 
aux deux prismes partiels ; donc toutes les parties du prisme 
triangulaire ABDBMG sont égales â celles du prisme triah- 
gulaire-BCDHMN, mais inversement disteibuees, et par con- 
séquent ces prismes sont symétriques. 

Le plan BHMP est un plan de symétrie ; le parallélépipède 

en a quatre. 

THÉORÈME VI. 

!^8o. Les quatre diagonales étun parallélépipède ' se retk^ 
contrent tot^ours en un même point 0. 

Soit le parallélépipède AH (fig. 3ag) ; si nous menons 
un plan diagonal BGMD , par les arêtes opposées BG, DM, 
nous fonderons un parallélogramme dont les diagonales MB, 
GD se couperont par leur milieu G ; de nâéme le plan MNBG 
passant par les arêtes MN y BG , sera aussi un parallélogramme 
dont les diagonales NG, MB se couperont encore par leur mi- 
lieu ; mais le point étant déjà le milieu de MB commun à 
GD , il faudra que la troisième diagonale NC passe par- ce 
même point; on démontrerait également que ce point O 
appartient à la quatrième diagonale AH : donc la proposiûpn 
est démontré^. 

ScoUe. Le point O s'appelle le centre du parallélépipède 9 
tout plan passant par ce centre divise le parallélépipède en 
deux polyèdres ^ux. 

Ce point est commun aux quatre plans de symétrie du pa- 
rallélépipède. 
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Si le parallélépipède était rectangle, les quatre diagonale» 
seraient égales et divisées en huit parties égales , au point O, 
qui alors se trouverait à égale distance des huit sommets. 

Enfin , dans le cube , le centre O se trouve à égale distance 
des huit sommets ainsi que des six faces. 

. THÉORÈME VIL 

38 1. Dans un parallélépipède rectangle, le carré de la 
diagonale esi égal à la somme des carrés des trois arêtes ad-^ 
jacenies. 

Dans le parallélépipède rectangle ÂG ( fig: 3a4) » menons la 
diagonale BM et joignons BD , qui sera celle de la base ABCD. 

Le triangle MDB sera rectangle et donnera MB = MD+DB. 

Mais le triangle DCB est aussi rectangle et donne'DBzdDG-f-GB» 
Et substituant, en observant que CB = DA, on aura 

MB *="DM +~DC' +"DÂ*. 

Corollaire. Dans le cube , le carré de la diagonale est donc 
triple de celui de Tarète. 

$ II. — DE LA PYRAMIDE. 

382. La pyramide la plus simple «st le tétraèdre ou pyra» 
mide triangulaire, qui est aussi le plus simple de tous les 
polyèdres. 

Le tétraèdre est un polyèdre élémentaire , car nous verrous 
bientôt que tout polyèdre, peut être décomposé en pyramides, 
et qu'il est d'ailleurs facile de se convaincre qu'une pyramide 
n'est qu'un assemblage de tétraèdres. En e£fet , lei arêtes 
latérales d'une pyramide quelconque se réunissant en un 
même point , sont telles que , prises deux â deux , elles déter- 
minent un plan. Ainsi l'on pourra donc toujours faire passer 
des plans sécans par les arêtes opposées d'une pyramide 
(fig. 333). Les traces de ces plans sur la base seront les diago-> 
nales de cette base , et ils diviseront la pyramide entière en 
autant de tétraèdres qu'elle aura de faces, moins deux. Ces 

16.. 
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tétraèdres partiels auront pour sommet commun le sommet 
de la pyramide , pour bases les triangles de sa base j et pour 
hauteur commune celle de la pyramide elle-même. 

THÉORÈME I«. 

383. Deux tétraèdres sont égaux lorsqu'ils ont trois faces 
égales, chacune à chacune, et semblablement placées. * 

Soient les deux tétraèdres S, S' (fig. 33o) dans lesquels 
nous supposerons les faces ASC = A'S'C', ASB=A'S'B', 
ESC = B'S'C ; par suite de ces données , les angles trièdres S 
et S' seront égaux (n* 356) et pourront coïncider. Si donc 
on les place l^ln dans Tautre , de manière que les arêtes 
égales SA et S^A' se confondent, les autres arêtes SB et S'B', 
ainsi que SG et S'G' se confondront aussi , et les sommets A', 
B^, G' tomberont sur les sommets A, B, C\ donc les bases 
coïncideront , et par suite les deux tétraèdres seront i^auz. 

THÉORÈME II. 

384- Deux tétraèdres sont égcàix lorsqu'ils ont deux faces 
égales, chacune à chacune, comprenant un angle dièdre égal. 

En effet, si les deux tétraèdres S^ S% ont les deux faces 
ASC = A'S'G' et ASB=:A'S'B', et de plus l'angle dièdre 
SA=S'A^ les angles tdèdres S et S' seront égaux {fig. 358) ainsi 
que leurs arêtes respectives ; donc ces deux tétraèdres portés 
Tun sur l'autre coïncideront, comme ci-dessus, etseront égaux. 

THÉORÈME III. 

385. Deux tétraèdres sont égaux lorsqu'ils ont uhe face 
égale et les trois angles dièdres adjacens égaux chacun à 
chacun. ' 

Supposons que la face ABG=bA'B'G' (fig. 33o); que les 
inclinaisons des trois autres but celle-là soient respectivement 
égales dans les deux tétraèdres ^ et qu'on porte A'B'C' siir ABC 
en les faisant coïncider ; puisque les angles dièdres adjacens à 
ces bases sont égaux , la face S'A'B' tombera sur SAB , la face 
S'A' G' sur SAG , et S'D'G' sur SDC ; mais alors lé sommet S' 
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devra se trouver à la fois sur les trois arêtes SA, SB, SG , et 
ne pourra être qu'en S ; donc les deux tétraèdres coïncideront 
et seront égaux. 

Observation, Dans les trois théprèmes pre'eédens , si les 
parties égales étaient inversement disposées, les tétraèdres 
seraient symétriques. 

Scolie. On voit par les théorèmes ci-dessus, que les six 
arêtes d'un tétraèdre suffisent pour le déterminer; car les 
arêtes déterminent elles-mêmes les faces, et par suite les 
angles dièdres et trîèdres. Par conséquent , deux tétraèdres 
sont égaux ou symétriques lorsqu'ils ont les six arêtes égales 
chacune à chacune ; et six lignes données ne peuvent servir à 
former qu'un seul tétraèdre ou son symétrique. 

Un tétraèdre qiii aurait toutes ses arêtes égales entre elles , 
aurait aussi toutes ses faces et tous ses angles trièdres égaux , 
€t serait par conséquent régulier. 

THÉORÈME IV. 

386. Lorsqu^ on prolonge au-delà du sommet dun tétraèdre 
les trois arêtes adjacentes à ce sommet , et qu'on prend sur ces 
protongeméns des longueurs égales aux arêtes eUeS'-mémes , 
on forme un tétraèdre symétrique du premier. 

Soit le tétraèdre S ABC ( fig. 33i ) , et soient prolongi^'es se» 
arêtes de manière que SA'r=SA, SB'=SB, SG' = SC, alors 
on aura les faces SAC = S A'C , SAB = S A'B' , SBC = SB'C , 
car elles auront un angle égal comprb entre côtés égaax 
chacun à chacun ; donc les angles trièdres en S seront égaux, 
et la face ABC = A'B'C Mais comme d'ailleurs ta disposition 
des parties est inverse , ces deux tétraèdres sont symétriques. 

Corollaire. Lorsque trois lignes non situées dans un même 
plan passent par un même point et sont coupées par deux 
plans parallèles situés à égale distance de ce point , elles dé-, 
terminent deux tétraèdres symétriques opposés au sommet. 
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THÉORÈME V. 

387. Deux pyramides quelconques sont égales lorsqu'elles 
ont des bases et une autre face égale, chacune à chacune, sem^ 
blablement placées, et comprenant un angle dièdre égal. 

Si les deux pyramides S ABGOE, S'A'B'CD'E' (fig. 332) ont 
la base ABCDE = A'B'CD'E' , la face S AB = S'A'B', et l'angle 
dièdre AB = A^B' ^ tout sera e'gal de part et d'autre : car por- 
tons la base A'B'CD'E' sur ABCDE, en les faisant coïncider ; 
alors I à cause de l'inclinaison commune, la face S'A'B' 
s'appliquera sur SAB , et comme ces faces sont e'gales , elles 
se confondront dans tous leurs points ; donc le sommet S' 
tombera sur le sommet S , et puisque déjà les autres sommet» 
C , D% E', sont sur C, D, E, les arêtes S'C% S'D', STSf recou- 
vriront SC^ SD, SE, et les deux pyramides coïncideront dans^ 
tous leurs points ; donc elles sont égales. 

On prouverait de même que dwx pyramides sont égales 

lorsqu'elles ont un angle trièdre égal compris entre trois faces. 

égales. ^ ^ 

THÉORÈME VI. 

388. Deux pyramides égales sont composées d'un. même 
nombre de tétraèdres égaux chacun à chacun et semblablement 
placés. 

En effet, si les deux pyramides S^ S' (fig. 332) sont égales, on 
pourra diviser leurs bases en un même nombre de triangles 
égaux chacun à chacun, par des diagonales partant de deux 
sommets homologues ; et si l'on fait passer des plans par ces 
diagonales et par les arêtes adjacentes , ils détermineront de» 
triangles égaux chacun à chacun , et diviseront chaque pyra- 
mide en un même nombre de tétraèdres qui , comparés deux 
à deux, auropt les arêtes égales, chacune à chacune, et 
seront égaux. 

Scolie, On démontrerait , comme pour le tétraèdre , que le 
prolongement des arêtes d'une pyramide au-delà de son 
sommet détermine une pyramide symétrique de la première ;. 
et l'on prouverait aussi par la que deux pyramides symctri- 
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ques sont composées d'un même nombre de tétraèdres symé- 
triques chacua à chacun. 

THÉORÈME VIL 

389. Toute section faite par un plan parallèle à la base 
éCune pyramide détermine un polygone semblable à cette 
base, et divise les arêtes latérales et la hauteur de cette pyra- 
mide en parties proportionnelles* 

Supposons que abcde (fig. 333) soit la trace d'un plan 

sécant mené parallèlement à ABCDE , par suite de ce pafallé- 

Hsme, on a d'abord les angles plans ABC=a6c, bcd^BCD^ etc., 

ensuite les triangles SA6 et sab sont semblables , ainsi que 

'"SBC et sbc ) etc. y et donnent 

a6 : AB :: «& : SB et oc : ac :: sb : SB, 

d'où ab : AB j: ac l AC :: cd : CD, etc.; 

donc ces deux polygones auront les angles égaux , les côtés, 
proportionnels , et seront semblables. 
De la similitude des faces on déduit 

sa : SA :: sb : sb :: ^c : se, etc. 

«t de plus , si l'on abaisse la perpendiculaire SP qui sera la 
hautear de la pyramide, et qu'on joigne AVetap^ on for- 
mera encore deux triangles semblables SAB, sap , qui don-* 
neront 

sa : SA : : sp : sp ; 

donc enfin le plan parallèle à la base diyise les*arètes et la 
hautear en parties proportionnelles. 

"^ On démontrerait également que si des plans parallèles entre 
eux sans l'être à la base coupaient une pyramide , ils déter- 
nûneraienides polygones semblables. 

THÉORÈME VIII. . 

390. ZjCS lignes droites qui joignent les milieux des arêtes 
opposées dun tétrakdre se rencontrent toutes les trois en un. 
même point intérieur j qui est le milieu de chacune délies. 
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Soient le tétraèdre SABG (fig. 334) et M» N , P, Q, X , R, 1m 
milieax de ses arêtes. Si l'on joint ces points par des droites 
menées dans les plans des faces , on fom^era trois parallëlo* 
grammes dont les diagonales seront les lignes qui vont d'un 
milieu à l'autre , en traversant le tétraèdre. En effet y dans le 
triangle SAC, la ligne QP qni joint les milieax des côtés SA, 
se est parallèle à la base AC ; de même, dans le triangle BAC , 
la ligne MN est anssi parallèle à la base AC; donc QP et MN 
sont parallèles entre elles. De même QM et PN seront paral-^ 
lèles comme Tétant à la base commune SB ; donc la figure 
HNPQ est un parallélogramme. 

On prouvera pareillement que la figure RQXN est nn par 
rallélogramme , car les côtés RQ et XN sont parallèles en 
même -temps ii AB , et RN et QX le sont à SG. 

Or QN est une diagonale commune à ces deux parallélo- 
grammes , et elle doit être coupée en son milieu par la dia* 
gonale PM et par la diagonale RX ; donc ces trois diago* 
nales passent par le même point O. 

THÉORÈME IX. 

391. Les perpendiculaires élevées aux faces dun tétraèdre 
par les centres des cercles circonscrits à ces faces , vont se 
rencontrer toutes les quatre en un même point également 
distant des sommets. 

Soit le tétraèdre S (fig. 335), et supposons que D et G 
soient les centres des cercles circonscrits aux £etces ABH et 
SAH , Tarète AH appartenant à ces deux faces sera uoe corde 
commune à ces deux cercles ; si donc des centres D et C on 
abaisse les perpendiculaires DM , CM sur cette corde , elles 
aboutiront au même point M , milieu de AH , et détermine- 
ront un plan CMD perpendiculaire en même temps à Tarète et 
aux deux faces ABH , SAH ( n^ 34 7 )• 

'Gela posé , si du centre D on élève une perpendiculaire DO 
au plan ABH , elle se [trouvera tout entière dans le planGMD . 
(n^ 348) et si du centre G on élève une perpendiculaire GO au* 
plan SAH y GO se trouvera aussi tout entière dans le plan CMD ;^^ 
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doac les deux droites DO, GO, situées dans un mène plan et 
perpendicoliiires sur deux lignes qui se coupent ( n^ 4^) , se 
rencontreront en un point O. 

Or, tous les points de la perpendiculaire DO sont à égale 
distance des sommets A, B» H placés sur une circonférence 
dont le pied D est le centre ; de même tons les points de la 
perpendiculaire CO sont à égale distance des sommets S, A, H ; 
donc le point est également éloigné des quatre sommets du 
tétraèdre. 

Maintetiant, si nous faisons la même construction et le 
même raisonnement pour le centre D et le centre G de la 
face SAB, nous serons conduits encore à conclure que les 
perpendiculaires élevées par ces centres se rencontrent en un 
point également éloigné des quatre sommets du tétraèdre* 
Nous arriverons enfin à la même conséquence pour li^ fiice 
SBH 'f donc le point de rencontre O est unique et appartient 
aux quatre perpendiculaires : car il ne peut pas y avoir plu* 
sieurs points de la ligne DO qui soient en même temps à 
égale distance des quatre sommets. 

Ce point de rencontre peut être intérieur ou extérieur au 
tétraèdre, ou bien se trouver sur une de ses arêtes. 

Corollaire. La perpendiculaire élevée par le centre du cercle 
circonscrit à chaque face se trouve l'intersection commune des 
trois plans qu'on pourrait mener perpendiculairement à cette 
face par les milieux de ses côtés. Ainsi Ton peut dire que 
dans un tétraèdre tous les plans perpendiculaires aux milieux 
des arêtes vont se rencontrer en un même point. 

THÉORÈME X, 

39a. Si par le centre du cercle inscrit à chaque face dun 
tétraèdre on mène une droite au sommet opposé à'cettefote , 
ces quatre lignes passeront par un même point intérieur éga*^ 
kment éloigné des quatre Juces. 

Soit D (fig. 336) le centre du cercle inscrit à la fiice ABC 
du tétraèdre SâBG. Si parles lignes DA, DB, DC qui divisent 
les angles plans A, B» C en deux parties égales, et par les 
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arêtes adjacentes ,*on fait passer les trois plans SAD, SBD, SGD^ 
ces plans se couperont suivant une droite SD, allajit duoenti^ 
D au sommet opposé S; car les points S-et D appartâennent à 
ees trois plims. Si donc d^un même point de SD on abaisse des 
perpendiculaires sur les faces SAL^ SAG, SBG, ces perpendi- 
culaires seront égales (ti<* 36o), c'est-^-dire que chaque point 
de SD fte troure à égale distance de ces trois faces; mais 
cette distance diminue à mesure qu'on s'approche du som* 
met S. 

En second lieu , soit 6 le centre du cercle inscrit à la face 
SBC y nous prouverons, comme ci-dessus, que si nous joi- 
gnons AG , chaque point de la ligne AG sera également éloigné 
des trois faces ABC, ACS, ABS; or, la ligne AG rencontrera 
SD , car ces deux' lignes sont dans le plan DASG , qui coupe 
Fangle dièdre SA en deux parties égales , et leur point d'in- 
tersection O sera donc également éloigné des quatre faces du 
tétraèdre. 

Ou prouverait de même que la ligne qui irait du sommet fi 
au centre du cercle inscrit à la face ACS , et celle qui join* 
drait le sommet C au centre du cercle inscrit à la face ABS, 
couperait aussi SD en un point également éloigné des quatre 
faces du tétraèdre ; donc ces deux dernières lignes passeront 
fOLT le point commun aux deux autres : ce qui démontre 
le théorènie énoncé. 

GoaoLLAiBE. Les plans qui divisent en deux parties épies 
les angles dièdre* d'un tétraèdre passent par un même point 
situé à égale distance de ses faces. 

THÉORÈME XI. 

39S. jiprhs avoir déterminé sur les quatre faces étun té^ 
Hvèdre SS'S'S" (fig. 337) les points A, A', A^, A*, ou se 
rencontrent les trois droites qui vont de chaque sommet au 
milieu du côté opposé (n^ aâ3), «i Fon joint chaque sommet 
du tétraèdre au point ainsi déterminé, sur la face opposée ^ 
parles droites SA, S'A', S" A", S'A", ce^r quatre droites passe- 
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t'ont par un même point intérieur R ^ qui sera aux | de la 
hnffueur de chacune déciles. * 

Pour le prottTer, observons d'abord qae les deux droites SA, 
S'A' sont dans un même plan SS'G passant par Tarète SS' et 
par le milieu- C de l'arête S^'S", et qu'elles doirent se couper 
en un point R, facile à déterminer ; car puisque GA=s | AS% 
et CA.' = i A'S (n* 253), la droite AA' est parallèle à SS' 
(n* 238) y et alors les deux triangles RAA% RSS' sont équian- 
gles et semblables , et donnent 

RA : RS :: ra' : RS' :: aa' : ss'. 

De même, les triangles G AA% CS'S sont aussi semblables , et 
Ton a 

GA : ç&' :: aa' : ss' ; 

mais CA = ^GS'; donc AA' = ^ SS' , et par suite RA=^RS 
etRA^s^RS'; donc le point & se trouve aux \ des deux 
lignes SA, S'A'. 

En second lieu, si nous conside'rons les deux lignes SA, 
S" A'' situées sur le plan SDS'' qui passe par Farète SS" et le 
milieu D de Tarète S'S*, nous prouverons aussi qu^elles se 
coupent en un point R situe' aux \ de leur longueur ) donc 
S'A' passera par le point déjà commun a SA et S'A'. 

Enfin , les droites SA et S'^A"' situées dans le plan SBS* qui 
passe par l'arête SS" et par le milieu B de S'S' se couperont 
encore de la même manière que les autres, et il faudra que 
S*A* passe aussi par le point R ; donc la proposition énoncée 
est vraie (*). 

Corollaire. J^es plans menés dans un tétraèdre par chaque 
arête et par le milieu de l'arête opposée , se rencontrent en 
un même point. 

Dans les quatre tkéorèmes ci-dessus, si le tétraèdre en 
question était régjulier, les points de concours déterminés se 



(*) Ce point est ce qu'on appelle en Statique centre de grayite, d'un 
tétraèdre. 
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réuniraient en un seul et même point. En e£Fet , daqs ce cas 
les faces du tétraèdre seraient des triangles équilatéraux 
égaux , dans chacun desquels le centre du cercle inscrit , le 
centre du cercle circonscrit ^ et la rencontre deâ trois hau- 
teurs se trouveraient au centre même du triangle ; ce qui 
réduit les questions des trois derniers théorèmes en une seule ^ 
et prouve que ^iàns un tétraèdre régulier, il y a un point 
unique également éloigné des quatre sommets , ainsi que des 
quatre^ faces et situé aux f de la hauteur du tétraèdre y. à 
partir du sommet. 

S III. '^ DES POLTÊDRES EN GÉNÉRAL. 

3g4. Quelle que soit la forme d'un polyèdre^ on peut 
toujours concevoir que d'un point pris dans son intérieur, 
on puisse mener des droites à chacun de ses sommets, et 
faire passer par ces droites, pri3es deux à deUx , des plans qui 
diviseront le polyèdre total en autant de pyramides qu'il 
aura de faces. Ces pyramides ensuite peuvent être divisées en 
tétraèdres ; donc tout polyèdre peut être décomposé en un 
certain nombre de tétraèdres. 

Par conséquent , les propriétés des polyèdres , en général , 
peuvent se déduire de celles du tétraèdre ; aUssi est-il inutile 
d'entreprendre une étude détaillée pour chaque espèce de 
polyèdres. 

On conçoit facilement que deux polyèdres égaux seront dé-^ 
composs^bles en un même nombre de tétraèdres égaux, chacun 
à chacun , e$ semblablement placés , et que deux polyèdres 
qui seraient composés d'un même nombre de tétraèdres égaux 
dbacun à chacun, et semblablenient places, seront nécessai- 
rement égaux. 

De même, deux polyèdres qui auraient un même nombre 
d'arêtes égales semblablement placées, et comprenant des an- 
gles plans et des angles polyèdres égaux, chacun à chacun» 
seraient égaux. 

Si les parties égales étaient inversement distribuées, les 
polyèdres seraient symétriques ; et réciproquement deux po-^ 
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lyèdres symétriques sont décomposabl^ en on même nombre 
de tétraèdres symétriques , chacun à chacun et inversement 
disposés. 

Là se borne tout ce que nous avons à dire sur les polyèdres 
en général ; cependant il en est une classe qui mérite une 
mention spéciale , ce sont les polyèdres réguliers. 

5 IV.— DES POLYÈDRES RÉGULIERS. 

395. Un polyèdre est dit régulier^ lorsque toutes sen faces 
sont des polygones réguliers égaux, et que tous ses angles 
dièdres et polyèSres sont aussi égaux ; on pourrait dire encore 
un polyèdre régulier est celui qui a toutes ses arêtes égales et 
tous ses angles plans et ses angles dièdres égaux. 

Réciproquement, lorsque ces conditions existeront dans 
un polyèdre, il sera régulier. 

Le nombre des polyèdres qui peuvent satisfaire à cette 
double condition est restreint , car il n'en existe que cinq, 
comme nous allons le prouver. 

THÉORÈME I«. 

3g6. Une peut exister que cinq poljrhdres réguliers , mais 
il en existe réellement cinq. 

Pour démontrer cette proposition , rappelons-nous que la 
somme des angles plans qui concourent à la formation d'un 
angle polyèdre qudconque doit toujours être plus petite que 
quatre angles droits , et qu'il faut au moins trois angles plans 
pour former un angle polyèdre. Par conséquent , pour qu'un 
polygone régulier puisse servir à la constioiction d'un polyèdre 
régulier , il faut que l'angle de ce polygone vaille moins de | 
d'angle droit ou de 120®. Ainsi l'on peut employer le triangle 
équilatétal dont l'angle vaut 60®, le carré, dont l'angle 
yaut 90** , et le pentagone régulier, dont l'angle est de 108^; 
mais ce sont là les seuls , car pour Thexagoné régulier, l'angle 
est de 120*^^ et pour les loutres, il est au-dessus. 

En second lieu, l'angle du triangle équilatéral valant 60®, 
on pourra former par son moyen un angle trièdre ou un angle 
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tétraèdre , du bien un angle pentaèdre , mais point d^antrcs» 
ear six angles de 60* Talent 36o* : donc il ne peut exister que 
trois polyèdres réguliers ayant des faces triangulaires/ 

Arec des angles droits on ne peut laire qu'un seul angle 
polyèdre, c'est le trièdre rectangle; donc le canré ne peut 
fournir qu'un seul polyèdre régulier. 

Enfin l'angle du pentagone régulier, qui est de 108* , peut 
bien aussi former un angle trièdre , mais il ne peut pas ser- 
vir à construire des angles ayant plus de trois fices, car 
4X ^o8 = 432^ 

Donc il ne peut y ayoir que cinq polyèdres réguliers i ' 
savoir trois avec des triangles équilatéraux, un avec des carrés, 
et un avec des pentagones. 

Mais voyons s'ils existent réellement , et si nous pourrons 
les construire. 

i<*. Prenez trois triangles équilatéraux égaux , réunissez-les 
par un de leurs sommets pour faire un angle trièdre S (fig. 338), 
et l'ouverture .ABC présentera un triangle égal à ceux em* 
ployés j car il sera formé de tioîs côtés appartenant à ces trian- 
gles. Si donc on ferme cette ouverture avec un quatrième 
triangle égal aux autres, on aura construit tm télrahdrt ré* 
gulier. En effet, les angles trièdres A, B^ € sont ^ux à 
Tangle S,<ar, comme lui, ils seront formés de trob angles 
plans de 60* chacun (n* 356). 

Le tétraèdre a quatre faces , quatre sommets et six arêtes. 
2*. Soient trois droites AA', BB^, GC (fig. 339), perpendicn-» 
laires entre elles en un même point , c'est-^-dire telles que 
ebacuDe d'elles soit perpendiculaire au plan des deux autres. 
Prenez, à partir du point , des longueurs égales 0Ar=:OA' 
=OB=OB'=:OC=OC', et joignez les extrémités A, A', B, 
B', G, C par des droites qui détermineront huit triangles équi- 
latéraux égaux et également inclinés entre eux ; car d'abord 
toutes ces lignes , au nombre de douze , seront égales comme 
étant les hypoténuses de douze triangles rectangles ^ux ; et 
en ise coupant trois à trois, elles détermineront huit trian- 
gles équilatéraux égaux. 
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£a second lieu , si Ton suppose qu'on fasse passer des plans 
par les droites primitires AA', BB', CC, ces plans cooipren-^ 
dront entre eux autour du point huit angles trièdres rec- 
tangles qui y avec les huit faces égales, formeront huit téUaè* 
dres égaux. Ces tétraèdres réunis quatre à quatre au-dessus 
et au dessous de chaque plan, détermineront dans tous les 
sens des pyramides quadrangulaires égales. Par conséquent, 
les angles polyèdres A, A', B, B', C, C, aux sommets respec-- 
tifs de ces pyramides , seront égaux entre eux ; donc nous 
aurons un polyèdre régulier composé de huit faces , et qui par 
cette raison est appelé ocUièdre régulier. 

L'octaèdre régulier a six sommets, huit faces et douze 
arêtes. 

3®. Prenez cinq triangles équilatéraux égaux , réunisseaJea 
par un de leurs sommets pour former un angle pentaèdre ré^ 
gulier , et alors son ouverture présentera un pentagone régu* 
lier ABGDË (fig. Z^o) , car ses côtés et ses angles seront égaux : 
à chacun des côtés de ce pentagone adaptez un ^utre triangle 
égal au précédent, et fsiisant avec son adjacent un angle 
dièdre égal aux angles dièdres OA, OB, OG, vous aurez une 
réunion de dix triangles équilatéraux également inclinés entre 
eux. Faites d'un autre côté une construction pareille avec dix 
autres triangles égaux aux premiers; assemblez ces deux par- 
ties de manière à ce que les angles saillans de Tune s'en- 
châssent dans les angles rentrans de l'autre , et vous obtien* 
drez un polyèdre à vingt faces égales et également indinées 
entre elles , c'est-à-dire un içosaèdre régulier. 

L'icosaèdre régulier a douze sommets, trente arêtes et 
vingt faces. ^ 

4^. Soit un carré ABCD (fig. SaS ) ; par chacun de ses som<« 
mets élevez des perpendiculaires à son plan, et prenez 
AG:=3BH = C&=DL=AB côté de ce carré; joignez les 
points G, H, K, L., vous aurez alors le polyèdre que nous 
avons' appelé cube y et qui sera régulier , car toutes ses faces 
sont des carrés égaux , et tous ses angles sont des trièdres 
rectangles. 
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Le cube on hexaèdre régulier a huit sommets, douze arèletf 
et six faces. * 

5^. Prenez un pentagone régulier , à chacun de ses côté» 
adaptez-en un autre qui lui soit e'gal j et rapprochez ces cinq 
derniers de manière que deux de leurs côtés se touchent^ 
et déterminent aux sommets A, B, G, D, E (fig. 34i ), des 
angles trièdres réguliers et égaux ; prenez d'un autre coté 
six autres pentagones égaux aux précédens, et répétez la 
même construction ; ensuite réunissez les deux parties ainsi 
obtenues , de manière que les angles saiUans de l'une s'a^ 
daptent aux angles rentrans de l'autre , et vous obtiendrez un 
polyèdre régulier, car toutes ses faces seront des polygones 
réguliers égaux , et tous ses angles polyèdres seront aussi 
égaux : ce sera le dodécahdre régulier. 

Le dodécaèdre régulier a vingt sommets ^ trente arêtes et 
douze faces. , 

Donc enâ'n il existe cinq polyèdres réguliers faciles à cons-* 
truire. 

Ce sont le tétraèdre , Toctaèdre , Ticosoèdre , le cube , et le 
dodécaèdre réguliers (^). 

THÉORÈME II . 

397» Dans unpoljrhdre régulier, il existe toujours un point 
intérieur également éloigné de tous ses sommets, ainsi que de 
toutes ses faces. 

Cette proposition a été démontrée déjà pour le tétraèdre et 
pour le cube (n^* 38o et SgS). Quant à Toctaèdre, elle résulte, 
immédiatement de sa construction : il suffit donc de le prou- 
ver pour le dodécaèdre et pour l'icosaèdre. Au reste , la dé-^ 
monstration suivante s'applique également aux cinq polyèdres 
réguliers. , 

Soit AB (fig. 342) une arête d'un polyèdre régulier; par 
les centres G et D des deux faces adjacentes abaissons sur 



(*) yoyez l'Appendice à la fia de TouTrage. 
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cette trite les perpendiculaires CM, DM, qui tomberont au 
même point M milieu de A6 , et détermineront un plan per- 
pendiculaire à cette arête , ainsi qu'aux deux faces adjacentes.* 
Par ces mêmes centres élevons des peifendiculaires respectives 
GO, DO aux plans de ces faces ; ces perpendiculaires se trou-* 
veront dans le plan CMD , et se couperont au point 0, placé 
à égale distance de tous les sommets adjacens aux deux faces 
indiquées. De plus , §i nous joignons OM, nous formerons 
deux triangles rectangles OMC, OMD qui auront l'hypoténuse 
commune et un càté ^1, car GM=DM; donc CO = DO; 
c'est-^-dire que le point O est aussi à égale distance des faces 
données. Mais observons que Tangle OMG =:OMD , et qu'alors 
la ligne OM divise Tangle DMG ou Taogle correspondant à 
l'angle dièdre AB en deux parties égales. 

En second lieu , soit G le centre d'une troisième face ad- 
jacente à une des deux ei-dessus , et répétons pour l'arête AE 
la même construction que pour l'arête AB, nous prouverons 
encore que les deux perpendiculaires D0% 60^ se renconti*ent 
en un point également éloigné des deux faces, ainsi que des 
sommets adjacens, et que les triangles rectangles O'ND et 
O'NG sont égaux. 

l^aîs les deux triangles ODM et O'DN rectangles en D ont un 
côté égal DM == DN , et un angle aigu égal OMD = O'ND , car 
ces deux angles sont chacun la moitié des angles correspon- 
dans aux angles dièdres égaux AB, AE; donc DOs:±DO', ce 
qui prouve que les perpendiculaires CO, DO, GO doivent se 
rencontrer en un même point également éloigné des trois 
feces et des sommets correspondans. Comme on prouverait 
qu'il en serait dé même pour toute autre face , il est donc dé- 
montré que le point intérieur O est à la même disUnce de 
toutes les fiices du polyèdre régulier, ainsi que de tous ses 
sommets. 

Ce point intérieur s'appelle fe centre du polyèdre régulier • 
la distance OA de ce centre aux sommets en est le rayon ^ 
et la distance OD aux faces porte le nom à^apoihhme du 
poljrèdre. 

'7 
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CoROLLiiBE. Si par le centre d'un polyèdre régulier on 

mène des rayons à chacun de ses sommets y on le divisera en 

«autant de pyramides régulières et égales qu'il contient de 

faces ; ces pyramides auront pour base une de ces faces , et 

pour hauteur l'apothème du polyèdre. 

PROBLÈME. ' 

398. Étant donné un pofykdre régub'er , trouver son apo- 
thème et son rayon. 

Pour résoudre ce problème, il faut d'abord chercher l'angle 
dièdre ou rinclinkison des faces adjacentes du polyèdre 
donné; ensuite , pour un triangle rectangle ayant pour un des. 
côtés de l'angle droit le rayon du cercle inscrit à une des 
faces de ce polyèdre , et pour l'angle aigu adjacent à ce côte' 
la moitié de l'inclinaison trouvée, alors l'autre côté de l'ange 
droit sera l'apothème du pQlyèdre. 

Ensuite , pour avoir le rayon , formez un autre triangle reio- 
tangle ayant pour les deux côtés de l'aÂgle droit l'apotbème 
ci-dessus et le rayon du cercle circonscrit à la face du po- 
lyèdre ; l'hypoténuse de ce triangle sera le rayon du polyèdre. 
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CHAPITRE III. 



DES CORPS TERMINÉS PAR DES SURFACES COURBES 
OU DES SOLIDES DE RÉVOLUTION. 



399* D'après l'idée qae nous nous sommes faite d'une sUr* 
face plane , nous pouvons la regarder comme engendrée par te 
inouyement d'une ligne drmte AB qui parcourrait une autre 
droite AM (fig. 343) en restant toujours parallèle à sa position 
primitive. 

La droite AB s'appelle la génératrice de la surface , et la 
ligne AM en est la tUrecirice. 

Cela posé , il est facile de comprendre ^ne la directrice , au 
lien d'être une droite unique , puisse par intervalle , changer 
de direction et devenir une ligne brisée; on peut admettre 
même que ce changement s'opère à chaque point de cette 
ligne y et qu'il soit permanent ; alors la directrice sera une v^ 
ritable bourbe telle que MN (fig. 344)- 

Dans ce cas , si l'on suppose que la droite génératrice AB ne 
soit point dans le plan de la courbe MN, et qu'elle parcoure 
tous les points de cette courbe en conservant toujours une 
position parallèle à sa position primitive , cette droite décrira 
«ne surface courbe qui porte le nom de surface cylindrique. 

La directrice peut être quelconque ; mais si c'est une courbe 
fermée MNOPM (fig. 345), la génératrice reviendra à son point 
de départ. Dans cette derni^e supposition, si l'on coupe la sur^ 
face 'engendrée par deux plans parallèles RS, XY, qui rcncon* 

17,. 
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trent toutes les génératrices , Fespace renfermé entre cette sur- 

iace courbe et les deux plans est ce qu*on appelle un cjrlindre. 

Lès deux sections parallèles RS, XT, sont les bases du cy* 
lindre , leur distance est sa hauteur, la surCeice courbe forme 
la surfqce latérak de ce cylindre, et la génératrice en est 
Yarète. 

Un cylindre a donc une infinité d'arêtes toutes parallèles 
et égales entre elles , et par conséquent ses deux bases sont 
égales. 

Le cylindre est droii ou oblique, selon que ses arêtes sont 
perpendiculaires ou non aux plans de ses bases. 

Lorsqu'une surface cylindrique est coupée par deux plans 
non paiâllèles, le Tolume ainsi limité porte le nom de cjrlindre 
tronqué, ou de tronc de cyrlindre. 

Lorsqu'en coupant un cylindre par un plan perpendicu* 
laire aux arêtes , on obtient un cercle pour section , le cylindre 
porte le nom de circulaire (fig. 352 et 354) » parce qu'on peut 
supposer alors que sa directrice est une circonférence. Le cy- 
lindre'circulaire pourra aussi être droit ou oblique ; c'est le 
seul dont s'occupe la Géomélne élémentaire. 

On voit par ce qui précède qu'un t^Undren'estqu'unpriittèe 
dlune infinité de faces. 

3q9* On peut aussi concevoir qu'une surface plane puisse 
être engendrée par la révolution d'une droite perpendiculaire 
à une autre, qui tournerait autour de cette dernière sans. cesser 
de lui être perpendiculaire. 

Mais A la droite mobile AB (6g. 346), eu passant toujours 
par le même point de la droite fixe YX , fait avec elle un angle 
quelconque et variable, pendant qu'elle tourne autour de TX, 
et qu'elle parcourt la directrice DCB, elle engendrera une sur- 
face courbe qu'on nomme surface conique, composée de deux 
nappes égales et opposées au point O. 

Lorsque la directrice est fermée, la génératrice revient a sa 
position primitive, et alors si l'on coupe cette surf&ce par 
deux plans parallèles MN, PQ» situés- ii égale. distance du 
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point 0, l'espace renfermé entre les plans et la surface porte 
le nom de cône. 

La droite fixe XT est Taxe du cône , la génératrice AB son 
arête , et le point fixe son centre. 

Chaque nappe en particulier est aussi appelée un cône; alors 
le point est son sommet, la section faite par le plan en est 
la base, et la perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan 
de cette base est la hauteur du cône. 

Dans le cas où la génératrice AB ferait un angle constant avec 
Faxe XY, pendant toute sa révolution , le cône serais appelé 
circulaire (6g. 357), parce que alors la section fsite par un 
plan perpendiculaire à l'axe XY, déterminerait un cercle dont 
le centre serait sur cet axe, et dont ia circonférence pourrait 
être regardée comme la directrice du cdne. 

Un cône est droit ou oblique , selbn que son axe est perpen- 
diculaire ou non au plan de sa base* 

Le cône circulaire est le seul dont s'occupe la Géométrie 
élémentaire. 

On voit y par suite de l'origine d'un cône , que ce n'est qu'une 
pjrramide dune infinité de faces» • 

Lorsqu'un pian coupe un^ cône , il le divise en deux parties ; 
Tune qui est u|i petit cône, et l'autre, comprise entre ce plan 
et la base, qui porte le nom de cône tronqué ou tronc de cône. 
Le tronc de cône a deux bases qui peuvent être parallèles 
ou non. 

400. En faisant varier la natu^re de la ligne génératrice, on 
pourrait donner naissance à un nombre infini d'autres corps, ap- 
pelés pour cela solides de révolution , mais dont l'étude n'est pas 
du domaine de la Géométrie élémentaire. Cependantjl y en a 
quelques-uns qui peuvent être ramenés au cylindre et au cône, 
et desquels il est utile de faire mention. 

C'est ainsi , par exemple , que , si l'on fait tourner un trian- 
gle ABC autour d'un de ses côtés AC (fig. 347), les deux autres 
côtés AB| BC engendreront un volume évidemment composé 
de disux cônes circulaires droits opposés à la base, ayant les 
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points A et C pour sommets respectifs , pour base commime le 
cercle dont la perpendiculaire BD sera le rayon , et pour hauteur 
les segmens DA» DG.^ 

Si le triangle donnîé ABC (fig. 348) était obtusangle , et cp'on 
le fit tourner autour d'un des côtés adjaceus à Tangle obtus , 
le solide engendré serait la différence de deux cônes drcu- 
kdres droits^ ayant pour base conmiune le cercle dont le rayon 
serait BD. 

Si Von fait tourner un trapèze rectangle ABCD (fig. 349) au- 
tour du côté perpendiculaire AB , on formera un tronc de cône 
droit à bases parallèles dont AB serait la hauteur. 

De même, si l'on suppose qu'une ligne brisée ou polygonale, 
TABCD (ig. 35o), tourne autour d'une droite fixe XT de ma- 
nière que chacun de ses points reste constamment à la même 
distance de cette droite ^ elle engendrera un volume composé 
de cônes,' de troncs de cônes et de cylindres circulairec( droits, 
dont les hauteurs respectives seront les projections des càtés de 
la ligne polygonale sur la droite fixe. 

401. Enfin, si l'on fait tourner un demi-cercle AMB(6g. 35i) 
autour de son diamètre, ilengendrera le corps appelé sp^re. 
La circonférence du demi-cercle générateur décriri^Ja surface 
sphértque dont tous les points seront à égale ^distance du 
centre de ce cercle , qui est aussi pour cette raison, le centre de 
la sphère ; le rayon du cercle est le rayon de 1^ sphère , et son 
diamètre porte le nom d'are de cette sphère. 

Nous pourrions pousser très loin ces considérations ; mais ce 
que nous venons de dire sufiit pour faire comprendre de quelle 
manière on doit envisager tous les cas analogues. 

Après cet aperçu, occupons-nous de l'étude spéciale du cy- 
lindre , du cône et de la sphère qu'on désigne ordinairement 
sous la dénomination des Woisi corps ronds. 
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§ !•'. — DU CYLINDRE. 

4®^* ^ cylindre dont nous entendons parler ici , c'est le 
cylindre circulaire, qui, lorsqu'il est droit , peut être considéré 
comme produit par la révolution d'un rectangle ABGD (fîg. 352) 
autour d'un de ses côtés CD ; ce côté fixe est l'axe ou la hauteur 
du cylindre; celui qui lui est opposé AB engendre sa surCsce 
latérale et devient son arête ; tandis que les deux antres côtés 
décrivent le plan de ses bases , dont ils sont les rayons. Dans ce 
mouvement, tous les points de l'arête AB sont les généra- 
teurs d'autant de circonférences égales et parallèles à celles 
'des bases. 

Lorsqu'un cylindre est coupé par un plan incliné à son axe - 
(fig. 353) y il se trouve divisé en deux troncs de cylindre qui 
seraient parfaitement égaux , si ce plan passait par le milieu 
de l'axe. 

Le cylindre circulaire oblique AB (fig. 354) peut èti^ con- 
sidéré comme deux troncs d'un même cylindre droit qui B0r 
raient opposés par la base» ^ 

Si l'on coupe un cylindre par un plan parallèle à l'axe 
(fig* 355) , la section présente un rectangle, et l'on obtient 
deux segmens ou portions de cylindre; si le plan passe par 
l'axe ménie , ces deux portions sont égales chacune à un derni^ 
cylindre , .et la section est un rectangle double du générateur. 

Dans le cas où la hauteur du cylindre serait égale au dia- 
mètre de sa base , cette même section présenterait un carré , et 
le cylindre serait dit équilatérnl. 

Lorsqu'un plan touche la surface d'un cylindre (fig. 356), 
le contact a lieu suivant toute la longueur d'une arête AB de ce 
cylindre , et l'on dit que le plan lui est tangent» 

Une suite de plans tangens au même cylindre déterminent 
par lenro intersections réciproques un prisme circonscrit k ce 
cylindre ,Mdont les bases sont des polygones circonscrits aux 
bases du cylindre. De même un prisme construi^t dans l'inté- 
rieur, de manière que ses arêtes se confondent avec la aurfisice 
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dn cylindre y est dit inscrit dans ce cylindre. L'inscription et 
la circonscription des prismes et du cylindre reposent sur le» 
mêmes principes que celles des polygones et du cercle; 

Les prismes inscrits et circonscrits peuvent être réguliers on 
irréguliers , et avoir un nombre quelconque de faces. 

404. Dans tous les cas , le cylindre sera plus grand que W 
prisme inscrit, et plus petit que le prisme circonscrit; car, 
l'inscrit ne touchant le cylindre que par ses arêtes , il existera 
toujours entre chaque face latérale de ce prisme et la portion 
de la surface du cylindre soutendue par cette face , un petit 
segment de cylindre , ayant ÂMC pour base , et pour hauteur 
celle du cylindre AB , en sorte que le volume du prisme ins- 
crit devra être augmenté d'autant de petits segmens qu'il aura 
de faces, pour atteindre le volume du cylindre. Tandis que le 
prisme circonscrit qui ne to|icbe le cylindre que par le milieo^ 
de chacune de ses faces est plus grand que ce cylindre de la 
somme d'autant de petits espaces, analogues à celui qui au- 
rait APM pour base et AB pour hauteur, qu'il y a de laces dans 
le prisme. 

Il est facile de comprendre de plus qu'à mesure que Ton 
fera augmenter le nombre des faceades prismes inscrits et cir- 
conscrits leurs volumes iront en s'approchant ; aur , si l'on 
double les faces du prisme inscrit , son volume augmentera 
d'autant de petits prismes triangulaires analogues à celui qui 
aurait le triangle CJNO pour base , et pour hauteur celle de 
ce prisme, qu'il y avait de faces auparavant; tandis que, si 
l'on double les faces du prisme circonscrit, son volume dimi-^ 
nuera d'un pareil nombre de prismes triangulaires ayant pour 
bases de petits triangles, tels que ebg ; mais le cylindre restera 
constamment plus grand que l'un et plus petit que l'autre. 

Ainsi, en doublant continuellement les faces des priâmes 
inscrits et circonscrits , on pourra arriver à un point où ils ne 
différeront entre eux que d'une quantité plus petite que toute- 
quantité appr.éciable; pourtant le cylindre se trouvera encore 
renfermé entre eux ; donc le cylindre est la limil^où vont se 
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confondre les priBmes inscrits et circonscrits, c'esC-à-dire que 
le cylindre est on prisme limite, ou ua prisme riguliet dune 
infinité de faces. 

On voit de mémo que le cylindre oblique est la limite des 
prismes obliques inscrits et circonscrits. 

On voit ici une analogie parfaite avec ce que nous avons dit 
pour le cercle et pour les polygones inscrits et circonscrits. 

En conséquence ^ les propriétés du cylindre dépendent de 
celles du prisme ; ou , pour mieux dire , toutes les propriétés 
du prisme régulier sont applicables au cylindre. 

Ainsi y par exemple , deux plans parallèles qui couperont un 
cylindre, sous une inclinaison quelconque, détermineront des 
sections ^ales (ces sections seront des ovales), et le plan 
parallèle à la base déterminera un cercle égal à cette base. 

405. Si Ton suppose que Von fende un cylindre droit sui- 
vant une de ses arêtes , et qu*on développe sa surface sur un 
plan , on obtiendra par ce développement im rectangle qui 
aura pour base la circonférence de la base de ce cylindre , et 
pour hauteur cette arête elle-même, c'est-à-dire la hauteur 
du cylindre. 

§ II. — DU CONE. 

406. Le cône circulaire droit (fîg. 357} peut être produit 
par la révolution d'un triangle rectangle ABC» autour d'un dea 
côtés de l'angle droit; le côté fixe AC est alors la hauteur ou 
Taxe du cône , l'autre côté CB est le rayon de sa base , et l'hy- 
poténuse qui décrit sa surface latérale , est l'arête du cône. 

Un plan qui coupe un cône le divise en deux parties , l'une 
qui est un petit cône, et l'autre un tronc de cône ; si ce plan 
est parallèle à la base, la section sera un cercle., le petit cône 
détaché sera droit , et le tronc aura ses bases parallèles. Mais , 
si cette section est inclinée à l'axe, le petit cône sera oblique 
(fig.358). 

Lorsqu'un plan coupe un cône selon son axe , il détermine 
un triangle isoscèle double du générateur ; si ce triangle est 
équilatéral , le cône.est aussi dit équilatéraL 
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Lorsqu'un plan touche un cône sans le couper, le contact a 
lieu dans toute la longueur d'une même arête , et Ton dit alors 
que le plan est tangent au cdne. , 

Une suite de plans tangens à un cône (fig. SSg) auraient un 
point commun à son sommet et formeraient par leurs intersec- 
tions une pyramide dont la base serait un polygone circonscrit 
à celle du cône, et qui aurait même hauteur. que lui. Cette 
pyramide est dite circonscrite au cône. 

De même une pyramide est inscrite dans un cône, lors- 
qu'elle est construite dans son intérieur, qu'elle a même hau- 
teur, même sommet, que ses arêtes se confondent avec la 
surface d^i cône, et 'que le polygone de sa base est inscrit à 
celle de ce cône. 

4oy. Ici, comme. pour le cylindre, nous démontrerions 
facilement que le volume du cône sera plus grand que celai 
de la pyramide inscrite , et plus petit que celui de la pyra- 
mide circonscrite , que les pyramides inscrites et circonscrites 
, vont en «'approchant du cône à mesure que le nombre de 
leurs faces augmente ; ainsi , l'on idoit regarder un cône droit 
comme Jine pjrramide régulière d'une infinité de faces , une 
pjrramide limite. De même , le cône oblique est une pyramide 
oblique d'une infinité de faces. 

Par conséquent , tontes les propriétés des pyramides sont en 
général applicables aux cônes. Ainsi , des plans parallèles qui 
coupent un cône déterminent des sections semblables; des 
plans sécans parallèles à la base déterminent des cercles pro- 
portionnels aux carrés des distances de leurs centres respectifs 
au sommet du cône , etc 

498. S| l'on fendait un cône smvant une arête , et qu'on 
développât sa surface sur un plan , on obtiendrait par ce dé- 
veloppement un secteur de cercle qui aurait l'arête du cône 
pour rayon, et dont l'arc correspondant serait d'une longueur 
égale à la circonférence de la base de ce cône. 
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# 

$ III. — DE LA SPHÈRE. 

409. La sphère est pour les polyèdres ce qu'est le cercle pour 
les polygones rectilignes. 

Si l'on considère la circonférence du cercle générateur d'une 
sphère comme un poljgone d'une infinité de côtéSy on conçoit 
que la surface de cette sphère , pourra être considérée comme 
la réunion des surfaces d'un nombre infini de troncs de cône» 
dont la somme des hauteurs serait l'axe de cette sphère, etdont 
les bases seront yariables. Mais comme l'axe de rotation peut 
avoir une position quelconque , c'est-à-dire, comme le cercle 
générateur peut tourner dans une infinité de sens différens, pour 
produire la même sphère, les surfaces, de troncs de cône, pro- " 
duits dans ces diverses révolutions, s'entrecouperont d'une 
infinité de manières, et détermineront un nombre infini de 
petits polygones qui recouvriront la surface totale de la sphère. 
Or, c^s polygones ou facettes pourront, sans erreurs sen- 
sibles, être considérés comme plans; et si l'on imagine des 
rayons menés du centre de la sphère à tous leurs sommets , on 
formera une infinité de petites pyramides dont l'ensemble 
composera la sphère totale. 

Sous ce point de vue , la sphère peut être considérée comme 
un polyèdre d'une infinité de fieiccs, et même comme un sixième 
polyèdre régulier. 

Lorsqu'un plan coupe une sphère , il la dirise en deux seg- 
m«ns égaux ou inégaux; un plan qui ne touche la surface 
d'une sphère qu'en un point , est dit tangent à cette sphère. 

Les propriétés de la sphère sont très importantes, et noua 
allons les étudier avec soin. 

THÉORÈME !•'. 

410. Toute section faite à une sphère par un plan, est un 
cercle dont le centre se trouve le pied de la perpendiculaire 
abaissée du centre de la sphère sur ce plan. 
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Soit abcd { fig. 36o ) la trace du plan sécant laissée sur la 
surJEace de la sphère : du centre. G de cette sphère , menons des 
rayons ca^cb^ ce^ cd^ .... aux divers points de cette trace y 

et abaissons une perpendiculaire CD sur ce plan* Les obli- 
ques ca, cb^ ce...... étant égales comme rayons de la 

sphère y seront également éloignées de la perpendiculaire CD, 
et si Ton joint Dà, D6, De, D^,. ••..., on aura..«., 

Dâ = D& = De = Dd Donc tous les points de la 

trace abcd sont à égale distance du point D , et , par consé- 
quent], cette trace est une circonférence dont D est le centre. 

Scolie. Le triangle rectangle CDa, formé par le rayon de la 
sphère qui en est l'hypoténuse , par le rayon de la section , et 
par sa distance au centre de cette sphère , servira à déterminer . 
une de ces trois quantités, lorsque les deux antres seront 
connues. 

Mais dans un triangle rectangle dont l'hypoténuse est cons^ 
tante,, l'un des deux autres côtés ne peut pas augmenter sans 
que l'autre diminue. Ainsi , plus le plan sécant s'approchera 
du centre de la sphère, plus le cercle sera grand ; enfin , lorsque 
le plan sécant passera par le centre , la section sera un cercle 
ayant pour rayon le rayon de la sphère , et ce sera le plus 
grand possible : voilà pourquoi on lui donne le nom de grand 
cercle, tandis que les autres sont appelés /^e/z/^ cercles. 

Dans une même sphère tous les grands cercles sont égaux. 

Par un point donné sur la surface d'une sphère, on peut 
faire passer une infinité de cercles grands et petits ; par deux 
points donnés sur cette surface, on peut faire passer une infi- 
nité de petits cercles , mais on ne peut faire passer qu'un seul 
grand ceircle; car celui-ci, étant assujetti à passer par le 
centre, ne peut avoir qu'une position unique déterminé^ 
par ces trois points. Ainsi deux points donnés sur une sphère 
déterminent la position d'an grand cercle , pourvu toutefois 
que ces deux points ne soient pas aux extrémités du même 
axe , car alors ces deux points et le centre étant en lign» 
droite , seront un «diamètre comman à une infinité de grands. 
cercles. 
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4ii* Puisque la perpendiculaire abaissée du centre de la 
sphère sur le plan d'un de ses cercles passe par le centre de ce 
cercle 9 réciproquement, la perpendiculaire élevée parle centre 
d'un cercle passe par le centre de la sphère j et est un axe. 

Cet axe coupe la surface de la sphère en deux points oppo- 
sés A ^ By qui sont appelés les pôles àa cercle; chaque pôle 
est évidemment à égale distance de tous les points de la cir- 
conférence; cette distance est plus grande pour un pAIe que 
pour l'autre dans les petits cercles , mais elle est la même dans 
les. grands cercles* Ainsi, la distance des deux pôles d'un 
grand cercle à- chacun des points de sa circonférence est un 
quadrant. 

Chaque cercle a donc deux pôles, qui changent de position 
d'un cercle à l'autre ; mais tous les cercles parallèles ont les 
mêmes pôles; car leurs centres se trouvent tous sur le même 
axe perpendiculaire à leurs plans. 

Tout grand cercle- divise la sphère et la circonférence en 
deux parties égales ^ car, par la nature de ce corps ^ ces deux 
parties sont nécessairement superposables. Chacune de ces 
parties est appelée un hémisphère. 

4^3^ "tovi^ petit cercle divise la sphère et sa surface en deux 
parties inégales appelées segmens sphériques; le cercle est la 
base commune aux deux segmens , et la partie de la surface de 
la sphère qui recouvre chaque segment porte le noni de ca^ 
lotte sphérique. Tel Babcd 

4i3. Lorsque deux plans parallèles abcd. • . • . PRQ 

coupent une sphère, ils renferment entre eux une section qui 
s'appelle tranche sphérique; la portion de surCakce qui re* 
couvre la tranche est nomniée zone , et les deux cercles dé- 
terminés sont les bases de la tranche ou de la zone. Une calotte 
est une zone à une seule base. 

4i4' 0^ donne le nom de secteur sphérique (fig. 36i ) à la 
portion de la sphère comprise entre la surface^d'un cône ACN 
qui aurait son sommet au centre de cette sphèreyet la calotte 
corres ondante AN. 
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41 5. Puisque tons les grands cercles passent par le centre, 
il en résulte que deux grands cercles d'une sphère se couperont 
toujours en deux parties égales, car leur intersection sera un 
diamètre commun à ces cercles. 

Deux grands cercles qui se coupent ^dirisent la sp|ière en 
quatre parties égales deux & deux appelées coins on onglets 
sphériques. La portion de la surface de la sphère , qœ recouvre 
un coin, porte le nom àe fuseau; ainsi la partie (SMDS est 
un coin, et la surface BMDS un fuseau. 

Si les deux cercles sont perpendiculaires l'un à l'autre , les 
quatre coins, et les quatre fuseaux sont égaux, et chacun 
d'eux est le quart de la sphère. 

416. On dit que deux cercles, grands et petits, sont per- 
pendiculaii:es, dans une sphère , lorsque les tangentes respec- 
tives menées à ces cercles par leur point d'intersection font un 
angle droit; car alors les plans de ces cercles sont évidemment 
perpendiculaires. 

Puisque l'axe qui passe par les deux pôles d'un cercle est 
perpendiculaire à ce cercle , tous les grands cercles menés par 
ces deux pôles seront perpendiculaires au premier (n^ 346). Gela 
fournit un moyen pour trouver les pôles d'une circonférence 
ABGD (fîg. 36g) tracée sur la surface d'une .sphère, car il suffit 
de faire passer par deux de ses points A et B deux grands cercles 
perpendiculaires à ABG, qui, par leur intersection, détermi- 
neront les pôles P et Q. 

Réciproquement, un pôle d'un cercle étant donné, ainsi 
qu'un point de sa circonférence, il est facile de tracer ce cercle 
en posant une pointe de compas sur ce pôle, l'autre sur le point 
donné , et en fjBiisant tourner celle-ci autour de la première. 

Si le compas était ouvert d'une quantité égale à la corde 
d'un quadrant, le cercle décrit serait un gramd cercle. 

THÉORÈME U. 

f 

417. Les^ cercles également distans du centre d'une sphère 

sont égaux f et réciproquement. 
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Si les deux cercles A£, MN (fig. 36a) «ont niués de ma^ 
Bière que CD=:CO, et qu'on joigne DB, ON, GB, CN» ou 
aura deux triangles rectangiles GDB, GON égaux 9 comme ayaikt 
rhjpoténusç égale et uu autre côté égal;. donc le rayon 
ON = DB ; donc les deux cercles sont égaux. 

Réciproquement. Si ON = DB, les deux triangles rectangle» 
seront aussi égaux, et Ton aura GOzrGD ; donc le» cercles égaux 
sont également éloignés du centre de la s|^ère. 

THÉORÈME m* 

4 18.» Tout plan perpendiculaire à P extrémité iun rayon 
est tangent à la sphère, et rëciproquemenL 

£n effet , si le plan PQ (fig. 362 ) est perpendiculaire à Tex- 
trémité du rayon GT, tous ses autres points seront plus loin 
du centre que le point T, et par conséquent hors de la sphère. 

RÉGIPROQCEME29T. La perpendiculaire élevée au point de tan- 
gence passe par le centre de la sphère ^ car par ce point il n'y 
a qu'une perpendiculaire possible. 

On démontrerait de même que deux plans tangens à Textré* 
mité d'un même axe sont parallèles , et réciproquement. 

- THÉORÈME IV. 

419. Lorsque deux sphères se coupent, leur intersection 
mutuelle eit un cercle perpendiculaire à la ligne qui joint 
leurs centres. 

Soit abcd. . . . (fig. 363) la trace de l'intersection commune 
aux deux sphères données ; tous les points de cette trace ap^ 
partiendront à là fois aux surfaces des deux sphères , et 
seront par conséquent à égale distancé de chaque centre; en 
sorte qu'en menant doi rayons à ces divers points , on aura 
0a==0ft = 0c=:0^ etDa = D6 = Dc = D£f 

Mais alors les triangles Od!ù , O&D , OcD , etc. . • qui ont pour 
base commune la distance des centres OD, seront tous égaux 
entre eux comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. 
Si donc de leurs sommets respectifs on abaisse des perpendi-* 
culaires aR , 6R , cR sur la base commune , ces perpendiculaires 
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seront ^ales et tamberont en on même point de lA base 0I>| 
car tout est égal dans les triangles égaux ; ainsi , elles déter- 
mineront un même plan perpendiculaire à CD ; de plus, puisque • 
Ra = Kb = Rc. « • . ce plan sera un cercle dont R est le centre, 
Ha le rayon , et la trace abcd. • . , la circonférence. 

On.démontrerait , comme pour les cercles , que deux sphères 
se coupent, se .touchent ou ne se touchent pas, selon que la 
somme des rayons est plus grande , égale ou plus petite que la 
distance des centres, etc. 

THÉORÈME V, 

420 • Z.e plus court chemin pour aller d*un point- à un autre 
sur la sufface^dune sphère, est F arc d'un grand cercle qui 
passe par ces deux points. 

Nous avons tu que par deux points donnés sur une sphère, 
et non situés aux extrémités du même axe, on pouvait faire 
passer une infinité de cercles différens parmi lesquels un seul 
était un grand cercle. 

Soient donc A et B (fig. 364) ^^ ^^^^ points donnés, et 
imaginons un grand nombre de cercles traités sur la sphère et 
passant tous par ces points A et B ; alors la droite AB sera 
une corde commune à tous ces cercles, et si Ton suppose que 
l'on fasse tourner tous les petits cercles autour de AB pour les 
rabattre sur le plan du grand AGB , alors ( n"* 9$) tous leurs 
centres seront situés sur un même axe perpendiculaire à AB. 

Cela posé , les divers arcs de cercles AMB, AM'B, AM^B, etc., . 
soutendus par la corde commune AB , seront d'autant plus 
petits, (n^ 78) qu'ils appartiendront à des cercles plus grands; 
Or, le plus grand cercle possible est AGB , grand cercle de la 
sphère , donc son arc AGB est le plus petit et se trouve donc 
le plus court chemin qui existe entre A et B. 

THÉORÈME VI. 

4ao. Quaire points non situés sur un même plan, déter^ 
minent une sphère. 
Soient A, B, C, D (fig. 365), les quatre points donnés; 



Digitized 



by Google 



CHAPITRE III. 3^3 

Uois quelconques d'entre eux ne peuvent pas être en Ugne 
droite , car alors les quatre seraient dans un même plan ; 
ainsi Von pourra toujours faire passer une circonférenee ABC 
par trois de ces points. Cette circonférence peut appartenir à 
une infinité' de sphères qui auraient toutes pour axe commun 
la perpendiculaire GH élevée par le centre au plan du cercle 
ABC. 

Cela posé , par cet axe et par le quatrième point D , condui- 
sons un plan qui coupera la circonférence AfiG en deux.points 
M, N, situés aux extrémités d'un diamètre MN. Enfin, par 
les trois points D, M, N, faisons passer une autre circonfé- 
rence DMGN dont le centre X se* trouvera sur Taxe GH , 
puisque cet axe est perpendiculaire au milieu de la corde M N. 

Or, ce centre X est également éloigné des quatre points 
donnés , car XD= XN ss XM , etxomme les points M et N ap- 
partiennent à la circonférence ABC , on a aussi XM^rXA-rrXB, 
et par suite XD=XA=XB=:XC ; donc X est le centre d'une 
spbère qui passerait par les quatre points donnés. 

D'ailleurs ce pointest le seul qui jouisse de cette propriété, 
donc enfin quatre points donnés déterminent une sphère. 

Corollaire i*'. Une calotte ou un segment sphériques don- 
nés ne peuvent appartenir qu'à une seule sphère. 

CoROiXAiRE- 2. Deux calottes ou deux segmens de sphère 
sont égaux quand ils ont même base et même hauteur. 

THÉORÈME Vil. 

422. Une sphère et un poljrèdre régulier peuvent toujours 
être inscrits ou circonscrits l'un à Vautre, 

En effet, nous avons démontré que dans tout polyèdre ré- 
gulier, il existait un point également éloigné de tous ses som- 
mets ainsi que de toutes ses faces. Si donc on décrit une 
sphère qui ait ce point pour centre et pour rayon celui du 
polyèdre , la surface de cette sphère passera par tous les 
sommets du polyèdre , et elle lui sera circonscrite. Si au tan?* 
traire le rayon de la sphère décrite était é^gal à l'apothème 

18 
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du polyèdre , toutea les faces de ce dernier seraient tangentes 

à la sphère , qui alors serait inscrite dans ce polyèdre. 

Si la sphère e'tait donnée et qu'on voulût lui inscrire ou 
circonscrire un polyèdre régulier, il faudrait, au moyen du 
rayon de cette sphère , calculer la longueur de Tarète du pp« 
lyèdre , et le construire autour de la sphère. 

DES POLYGONES ET DES PYRAMIDES SPHÉRIQUES. 

423. On peut tracer sur la surface d'une sphère des figures 
analogues à celles qu'on trace sur un plan , mais comme deux 
points quelconques de cette suriace ne sont pas en ligne 
droite , ces figures ne pourront pas être rectilignes. 

Observons de plus que toute ligne tracée sur une sphère 
peut être ramenée à un arc dé cercle grand ou petit , et qu'il 
serait nécessaire dans chaque cas de connaître les cercles aux- 
quels appartiendront les arcs employés. Mais pour simplifier 
les calculs et rendre leurs résultats plus facilement compara-^ 
blés , on est convenu de n'employer que des arcs de grand 
cercle pour la construction des figures sphériques. 

424* Ainsil'on nomme angle sphérigueVesfSiceDAG (fig 366) 
renfermé entre deux arcs de grand cercle qui se coupent; le 
point A est le sommet de l'angle , les arcs sont ses côtés. 

4^5. On a.ffe\lepoljrgone sphérique une portion de la sur- 
face de la sphère renfermée entre des arcs de grand cercle qui 
se coupent deux à deux. Les polygones sphériques, comme 
les rectilignes, peuvent avoir trois, quatre, cinq , etc. , et un 
nombre quelconque Vie cotés, et sont toujours divisibles eH 
triangles par des diagonales , lesquelles seront aussi des arcs 
de grand cercle. 

Le périmètre de tout polygone sphérique sert de limite à 
deux portions de surface , qu'on peut appeler complément' 
taires, car réunies elles forment la surface totale de la sphère, 
mais c'est ordinairement de la plus petite qu'on entend 
parler. 
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426. Deux arcs de grand cercle tracés sur uiie sphère et . 
suffisamment prolongés se rencontrent nécessairement en deux 
points situés aux extrémités d'uu même axe (fig. 366) et 
déterminent deux angles sphériques dont la réunion forme 
un fuseau. Ainsi un triangle sphérique ne peut pas avoir des 
côtés égaux à une demi-circonférence , ni à plus forte raison 
plus grands. De là ce principe : les arcs employés dans la cons-' 
iruciïon des triangles et polygones spTiériques , sont toujours 
moindres quune demi-circonférence de grand cercle. 

4^7 . Pour se faire une idée nette d'un ai^gle sphérique, 
il faut supposer que par son sommet A (fig. 366) on mène des 
tangentes respectives AM y AN , aux arcs qui le comprennent , 
et l'angle de ces tangentes servira à apprécier l'angle sphé^ 
rique.| Cet angle est le même que l'inclinaison des plans des 
deux grands cercles auxquels appartiennent ces arcs; 

Si donc par les côtés d'un angle sphérique on fait passer des 
plans , ces plans iront se couper suivant un axe AB qui passera / 
par le sommet de cet angle ; et si par le centre de la sphère, 
on élève dans chacun de ces plans des perpendiculaires CD, €0, * 
à cet axe, l'angle formé par ces perpendiculaires mesurera ^ 
l'angle dièdre des deux plans , *et sera aussi la mesure de 
l'angle sphérique. Mais cet angle DCG ayant son sommet au 
centre , sera représenté par l'arc de grand cercle DG compris 
entre ses côtés ; donc DG représentera aussi l'angle sphérique A. 

Ainsi un angle sphérique a pour mesure Tare de grand 
cercle compris entre ses côtés, et décrit de son sommet comme 
pôle avec une ou\^erture de compas correspondante à un qua^ 
àrant AD." 

D'après cela y les deux angles formés aux extrémités d'un 
même fuseau sont égaux entrfe eux , et c'est dans ce sens 
qu'on dit c^un fuseau est double de t angle correspondant» 

Un angle sphérique peut être aigu, droit ou obtus; et 
puisqu'il' dépend de fangle formé par deux droites, on dé- 
montrerait facilement que lorsque deux arcs de grand cercle ' 
se coupent , les angles àdjacens sont supplémentaires ^ et que 
les angles opposés au sommet sont égaux. 

»S.. 
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427. On donne le nom de pyramide sphérique à la porûon 
de sphère limitée par un polygone sphérique , et par les 
Payons qui vont de chacun des sommets du polygone au 
centre de la sphère. 

Toute pyramide sphériqiiè peut se décomposer en autant 
de pyramides triangulaires , ou tétraèdres sphériques , que sa 
hase contient de triangles, en sorte qu'ici encore tout se réduit 
au triangle et au tétraèdre sphériques. 

428. Lorsqu*un triangle ÀBC (fîg. 367) est ' tracé sur une 
sphère, et qu*on mène les plans des grands cercles qui pissent 
par ces trois côtés, ces cercles s'entrecoupent et déterminent au 
t:entre un angle trièdre 0^ qui avec le triangle ABC lui-méine, 
composent un tédraedre sphérique. Dans ce cas, les trois 
côtés du triangle sphérique sont les mesures respectives des 
trois angles plans du trièdre , et les angles de ce triangle 
sont celles des angles dièdres adjacens. Ainsi l'étude des 
'figures sphériques peut être ramenée à ce que nous avons 
déjà vu. Ceci rend encore sensible la nécessité de n'employer 
dans les triangles sphériques que des côtés moindres qu'une 
demi-circonférence (fig.36B). 

De plus, ces trois grands cercles en se coupant déterminent 
huit angles trièdres dont le centre est le sommet commun, 
, divisent la sphère en liuît tétraèdres , et sa surface en huit 
triangles sphériques. !Mais nous savons que les huit angles 
trièdres formés autour d'un point O sont symétriques deux à 
deux ; donc les triangles correspondans seront aussi sjmé- 
triques, car ils auront les côtés égaux chacun à chacun et 
disposés inversement. 

Ainsi trois plans qui passent par le centre d'une sphère la 
divisent toujours en huit tétraèdres sphériques , opposés et 
symétriques deux à deux, ^t la surface est aussi divisée en 
huit triangles opposés et symétriques deux à deux. Observons 
que, dans ce même cas, deux triangles adjacens forment 
toujours un fuseau entier, et que deux tétraèdres adjacens 
valent un coin.^ 

Si les trois plans étaient perpendiculaires entre eux (fig.Sâg), 
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les huit tétraèdres et les huit triangles géraient ëgaux , et 
diacun d'eux vaudrait le | de la sphère* Alors les angles 
plans et les angles dièdres seraient droits , et par conséquent 
chaque triangle sphérique ABQ , PAB, BGP, etc.^ aurait tous 
ses côtés égaux à un quadrant ^ et tous ses angle^ droite, en, 
sorte que ses côtés seraient la mesure de ses angles. 

Ce triangle trireciangle et le tétraèdre correspondant seront 
pris pour unités. 

429* ^^ triangle ABC (fig. 370) étant tracé sur une sphère , 
si d&chacun de ses sommets on décrit avec un quadrant, trois, 
autres arcs de cercle , on formera un nouveau triangle DEF ; 
or , ces deux triangles, seront tels que les sommets de chacun 
d'eux seront les pôles respectifs des côtés qui leur sont op- 
posés dans l'autre , car la distance de ces sommets à ces côtés, 
sera partout égale à un quadrant. C'est ainsi que A étant le 
pôle de EF et B celui de DF, le point F se trouve éloigné d'un, 
quadrant de l'arc AB et en est le pôle , ainsi des deux autres. 

C'est pour cette raison que les deux triangles ABC , DE? 
sont dits triangles polaires l'un de l'autre. 

Chaque triangle sphérique a son polaire. 

THÉORÈME Vm. 

43 o. Dans deux triangles polaires, un angh quelconque^ 
de Vun deux a pour mesure le supplément du côté qui lui est 
opposé dans Vautre. 

Soient les deux triangles polaires ABC , DEF ( fig. 870 ) , et 
considérons l'angle B j puisque B est le pôle de l'arc DF , lea 
côtés prolongés BAM, BCN seront des quadrans, et Farc 
MN sera la mesure de l'angle B ( n*» 4^7 )• Ov\ poiir savoir ce 
que c'est que MN , observons que puisque D est le pôle de 
l'arc BC et F le pôle de AB , les arcs DN et FM sont des qua- 
drans , et que leur somme vaut une demi^circonférence ; done 

DN + FM = icirc. ; 
mais DN=s;DM + MN et FM = FN+M];^.; 
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d^où DN+FM==DM+FN+MN+MN===DF+MN=i cirer 

donc MN = i cire. -. DF ; 

c'est-à-'dire que la mesure MN de Tangle B est le supplë* 
rnenC^u côté DF. 

On prouverait de même que Tangle A xs ^ cire. — FË , que 
Fangle D = i cire. — BG , etc. , 

THÉORÈME IX. 

' 43i* Dans tout triangle sphérique un côté quelconque est 
toujours plus petit que la somme des deux autres, "et plus 
grand que leur différence. 

Soit le triangle ABC ( fig. 367 ) ; si du centre de la sphère 
on mène des rayons à ses sommets , on formera un tétraèdre 
dont les angles plans AOB , AOG, BOG auront pour mesure 
respective les côtés AB, AG , BG du triangle donné. Mais dans 
un angle triëdre une face quelconque étant toujours plus petite 
que la somme des det^ autres , et plus grande que leur diffé- 
rence , il faudra que cette même relation existe entre les me- 
sures de ces faces, c'est-à-dire entre les côtés du triangle ABC. 

THÉORÈME X. 

432. Dans tbut triangle sphérique la somme des côtés est 
'toujours moindre qu* une circonférence de grand cercle. 

Soit un triangle ÀBG (fig. 371 ) ; si l'on prolonge deux de 
ses côtés AB , AG , jusqu'à leur rencontre en D ; cette rencontre 
aura lieu à l'extrémité de Taxe qui passe par A , puisque AB 
et AG sont des ares de grand cercle ,. et alors les arcs AGD, 
ABD seront des demî-eirconférences ; mais attendu que 
GB < CD+ BD , on aura 

AG 4- CB +. AB < ACD + ABD, 

c'est-à-dire plus petits qu'une circonférence. 

THÉORÈME XI. • 

433. La somme des côtés de tout polygone sphérique e^i. 
moindre qu'une circonférence de grand cercle.. 
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Soit un polygone ABGDE (fig. 372), oa pourra toujours 
prolonger ses côtés de manière à former un triangle ÂGH , 
dont la somme des côte's sera plus grande que celle du poly- 
gone , et qui sera pourtant moindre qu'une circonférence , ce 
qui prouve la proposition ci-dessus.- 

Mais on peut d'ailleurs la démontrer d'une autre manière, 
en supposant que du centre de la sphère on mène des rayons 
aux sommets de ce polygone pour former une pyramide : car 
la somme des angles plans qui formeraient l'angle polyèdre du 
sommet de cette pyramide vaut toujours moins de quatre 
angles droits ; et comme chacun d'eux a pour mesure le côté 
qui lui correspond dans le polygone donné , il faudra que 
toutes ces mesures réunies , c'est-à-dire la somme des côtés 
de ce polygone , soit moindre qu'une cirepnférence. 

THÉORÈME Xlf. 

434* Dans touitrianglé sphérique, la somme des trois angles 
est plus grande que deux angles droitr et moindre que six. 

1®. Nous avons démontré que la somme des côtés d'un 
triangle est moindre qu'une circonférence , et que la mesure 
d'un de ses angles est une demi-circonférence diminuée du 
côté opposé dans son triangle polaire! Par conséquent , la 
mesure des trois angles d'un triangle sera expritkiée par trois 
demi-circonférences diminuées de la somme des trois côtés 
de son polaire, qui vaut moins d'une circonférence ; donc cette 
mesure est pins gf'ande qu'une demi-circonférence , et par 
suite la somme des angles d'un triangle sphérique vaut plus de 
deux angles droits. 

2?. Puisque chaque côté d'un triangle est toujours moindre 
qu'une demi-circonférence , chaque angle vaudra moins de 
deux angles droits , et la somme des trois moins de six. 

Scolie. Un triangle sphérique peut donc avoir deux ou 
trois angles droits ou même obtus. 

435. On donne la dénomination de triangle rectangle, ou 
birectangle^ ou inreclangle ^ à un triangle sphérique qui a 
un, du deux, ou trois angles droits. 
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Dans le triangle trirectangle chaque côte' est un quadrant, 
en sorte que chaque sommet est le pôle du côté opposé. 

Dans le triangle* birectangle, les deux côtés opposés aui 
angles droits sont des quadrans , et le triangle est isoscèle ; 
son sommet est alors le pôle de sa base. 

Le triangle trirectangle étant pris pour unité, la surface de 
la sphère sera représentée par 8 ; et si le tétraèdre sphérique 
correspondant est l'unité de volume , le volume de la sphère 
sera aussi 8. 

436, Les huit triangles trirectangles qui composent la 
sphère étant pris deux à deux forment un fuseau qui est le 
quart de la surface totale , et par conséquent double de ce 
triangle rectangle ; mais l'angle de ce fuseau est droit ; ainsi| 
en prenant le triangle trirectangle pour unité de surface , ce 
fuseau aéra & , et son augle étant Tunité d'angle puisqu'il est 
droit, 8^a r. 

437. Or, il est facile de prouyerici, comme nous l'avons 
fait pour les angles dièdres (n** 344) ?^^ , lorsqu'un fuseau 
augmente ou diminue, c'est-à-dire , lorsque les plans qui le 
déterminent se rapprochent ou s'écartent , l'angle de ces plans 
ou du fuseau augmente et diminue dans le même rapport ; 
c'est-à-dire que la surface du fuseau est à la surface totale de 
la sphhrCf comme son angle est à quatre angles droits. 

Ainsi, le nombre abstrait qui représentera un fuseau sera 
toujours double du nombre abstrait qui représentera son 
angle, voilà pourquoi on dit ordinairement que la mesure 
d'un fuseau dont l'angle est A vaut 2A (2A étant le nombre 
abstrait qui marque le rapport de la surface du fuseau à celle 
du triangle trirectangle ). 

Par exemple , un fuseau dont l'angle serait de 3o** , ou \ 
d'angle droit , vaudrait les | d'un triangle trirectangle , QU 
bien les | X 7 = 77 de la surface de la sphère. 
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■ ' THÉORÈME XIII. 

438. Deux triangles sphériques sont égaux lorsqu'ils ont 
les trois côtés égaux chacun à chacun et semblablement 
placés. 

Observons d'abord que deux polygones sphériques ne peu- 
vent être e'gaux , c'est-à-dire superposables que lorsqu'ils ap- 
partiennent à une même sphère ou à des sphères ayant même 
rayon ; ainsi nous supposerons , dans tout ce qui a rapport 
à l'égalité des triangles , que cette condition est remplie. . 

Soient donc les deux triangles donnés ABG^ A'B'G" (6g. 378) , 
dans lesqueU on suppose AB=s;A'£% ACssA'C, BC^^B'C; 
Si l'on joint leurs sommets aux centres et 0' de leur sphère 
respective , on formera deux angles trièdres égaux , car ils 
auront les angles plans égaux chacun à chacun. Si donc on les 
porte l'un dans l'autre ils coïncideront, et à cause des rayons 
égaux OA=0'A, etc. , les trois sommets A, B, G tomberont 
suf les trois A', B% G'. Mais alors les arcs égaux ayant mêmes 
extrémités se recouvriront exactement , car entre deux points 
donnés il n'y a qu'un seul arc de grand cercle possible ; donc 
les deux triangles coïncideront dans toutes leurs parties et 
seront égaux. 

Corollaire. Deux triangles équilatéraux entre eux sont donc 
aussi équiangles. 

Scolie, Si la disposition était inverse , les deux triangles 
seraient symétriques. Donc deux triangles symétriques sont 
équiangles et équilatéraux entre eux. 

THÉORÈME XIV. 

439. Deux triangles sphériques équiangles entre eux sont 
{Hussi équilatéraux. 

En effet, si les triangles ABC, A'B'G ont les* angles égaux 
chacun à chacun , et qu'on décrive leurs triangles polaires 
respectifs abc^ afb'c', ces polaires seront équilatéraux entre 
eux par suite de la propriété du n^ 43o » ^^ V^^ conséquent 
équiangles. Mais si ces derniers sont équiangles^ les autres,^ 
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par la même raison , seront e'quilatéraux ; donc enfin les 

-Iriaiigles donnés ABC , A'B'C seront équilatéraux s'ils sont 

équiangles. 

Ainsi ils seront égaux ou symétriques, selon que la dispo- 
sition des parties sera la même ou inverse. 

Scolie. Ici Tégalité des angles entraine celle des côtés, ce 
qui n'a pas lieu dans les figures rectilignes. 

THÉORÈME XV. 

44o. Deux triangles sphériques sont égaux lorsqu'ils ont 
un angle égal compris entre côtés égaux chacun à chacun» 

Cette proposition peut se démontrer comme pour les trian* 

gles rectilignes , par la superposition ; mais elle est encore 

plus palpable en faisant observer que les tétraèdres sphéiri- 

' ques correspondans seront égaux et coïncideront dans toutes 

leurs parties comnie ci-dessus. 

THÉORÈME Xyi. 

44 !• Deux triangles sphériques sont égaux lorsqu'ils ont 
un côté égal adjacent à deux angles égaux. 

Dans ce cas encore , on aura* au centre de la sphère des 
angles trièdres égaux , et par suite deux tétraèdres sphériques 
égaux, d'ob l'on conclura l'égalité des triangles. 

Scolie, Dans une même sphère , l'égalité des triangles 
sphériques entraîne celle des tétraèdres correspondans, et 
réciproquement, en sorte qu'on peut appliquer les théorèmes 
ci-dessus aux tétraèdres , et par suite aux pyramides sphé- 
riques. 

^^2. On pourrait aussi démontrer , pour les triangles sphé-' 
riques , les cas de similitude analogues à ceux des triangles 
rectilignes. En efiFet , si l'on avait sur deux sphères diffé- 
rentes des triangles qui correspondissent à des angles trièdres 
égaux , il n'y a pas de doute que ces deux triangles sphéri- 
ques auraient les angles égaux chacun à chaèun et les côtés 
proportionnels, car leurs côtés homologues auraient un 
même nombre de degrés, et seraient entre eux comme les 
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rayons des sphères ; dodc ces deux triangles seraient sembla- 
bles 9 ainsi que les tétraèdres spbe'riques correspondans. 

THÉORÈME XVII. 

443. Deux triangles sphériques sjrmétriques sont équis^alens 

, en surfqce» 

Deux triangles symétriques ont les côtés égaux chacun à 

chacun (fig. 374), et par conséquent les cordes qui soutende/it* 

ces côtés égau}^ sqnt égales et déterminent deux triangles recti- 

lignes égaux. Si donc par les trois sommets de chacun de ces 

triangles on fait passer une circonférence de petit cercle , ces 

deux circonHérences seront égales , et si après avoir déterminé 

leurs pôles on les joint à chaque sommet par des arcs de 

grand cercle, on divisera chaque triangle en trois triangles 

isoscèles partiels , qui seront égaux chacun à chacun , d'une 

figure à l'autre (n<* 438) ; ^o^^ ^^^ triangles donnés sont équi- 

valens. 

. THÉORÈME XVIII. 

444* Lor^q^c deux demi^grandes cîrconjërcnces se coupent 
dans un même hémisphère , elles déterminent quatre triant- 
gles, dont les deux opposés équisf aient à un fuseau. 

Le triangle ABC et son adjacent BAC ( fig. 368) forment 
le fuseau dont l'angle est G ; mais BAC est équivalent à son 
symétrique CDG ; donc ABC +. CDG = fuseau G. 

Scolie. Dans ce cas, les deux tétraèdres sphériques adja* 
cens forment l'onglet dont l'angle est C. 

THÉORÈME XIX. 

445» La mesure dun tricmgle sphérique est exprimée nur- 
mériquement par Vexchs de la somme de ses angles sur deux- 
angles droits. 

Soit un triangle ABG (fig. 3^11) contenu dans l'bémisphère> 
MPQH ; prolongeons les côtés jusqu'à la rencontre de MPQH^ 
et nous aurons alors les égalités suivantes, en observant 
que la mesure d'un fuseau est exprimée par le double^ de- 
son angle. 

ANF + AGH = fuseau A = 2A. 
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BQG + BMN = fuseau B = a», 
CHM 4- CPQ = fuseau C = aC, 

d'où 

Mais la somme de ces six triangles excède la demi-sphère 
de deux fois le triangle donne' ABC qui est compté trois fois 
dans cette somme ^ donc 

2(A+B+C) ssi sphère -h aABC. 

Mais puisque nous sommes convenus de prendre poar unité 
de mesure de la &ui*face de la sphère le triangle trirectaDgIe» 
cette surface est £f et la demi-sphère 4* On aura donc 

a(A-h*B + C) — 4 = iiA.BG, d'où ABC = A + B+C— a. 

Sitdonc de la somme des angles A, B, G, on retranche deux 
angles droits, on aura la mesure du triangle donné , c'est-à- 
dire que le nombre dé degrés ^obtenu contiendra autant de 
fois l'angle droit ou 90^, que la surface du triangle donné 
contient de fois le triangle trirectangle. 

Scoîîe, Puisque la somme des angles d'un triangle ne yaut 

jamais six angles droits y sa surface ne vaudra jamais quatre 

triangles trirectangles « et sera donc toujours plus petite- 

qu'un kémbphère , ce qui est d'accord avec ce que nous 

avons vu, 

THÉORÈME XX, 

446. La surface dtun polygone sphérique est exprimée 
par la différence numérique qui existe entre la somme de ses 
angles, et le produit de deux angles droits par le nombre de 
ses côtés moins deux. 

Si par un des sommets du polygone donné on mène des 
diagonales aux autres , on divisera ce polygone en autant de 
triangles qu'il a de cÀtés moins deux. Or, la surface de 
chaque triangle est mesurée par la somme de ses angles di- 
minuée de deux angles droits ; donc la surface de la somme 
totale des triangles , ou bien la surface du polygone sera la 
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8oinm€ totale des angles diminuée d'autant de fois deux 
angles droits qu'il y a de triangles. 

PROBLÊMES. 
PROBLÈME I". 

447 • ^^^ sphère étant donnée déterminer graphiquement 
la longueur de son rajron. 

Soit XH ( ûg. 365 ) la sphère donnée ; prenez un compas 
ouvert d'une quantité arbitraire , et après avoir fixé une de 
ses pointes sur un poipt H de ta sphère , décrivez uiie circon- 
férence ABNG , choisissez sur cette circonférence trois points 
A, B> G , et construisez sur le papier un triangle abc (fig. 876) 
formé des distances rectilignes qui existent entre ces trois 
points , c'est-à-dire des cordes respectives qui soutendent 
les arcs AB, BC, AC ; ensuite circonstrivez à ce triangle une 
-circonférence dont le centre et le rayon oa seront alors 
déterminés ; celle-ci sera nécessairement égale à celle qui 
est tracée sur la sphère. 

Cela posé, rappelons-nous que le centre d'un cercle de 
la sphère est situé sur un axe perpendiculaire à son plan. 
Soit donc tracée sur le papier une ligne quelconque XY, pour 
représenter Faxe de la sphère ; en un point arbitraire C éle- 
vons une perpendiculaire CD=zOa ; du point D avec le rayon 
AH (fig. 365), qui a servi à décrire la circonférence sur la 
sphère^ et qui est nécessairement ^ oâ , décrivez un arc qui 
coupera XY en X; le triangle DCX sera le même que AOH 
( fig. 365) t donc X est le pôle H , et DX la corde AH. Pour 
avoir l'autre pôle Y, il suffit d'élever DY perpendiculaire à 
^DX, cat l'angle XDY étant droit devra être inscrit dans une 
demi-circonférence ; donc XY est le diamètre de la sphère , 
et RX son rayon. 

On aurait pu élever la perpendiculaire SR au milieu de 
DX pour avoir le centre R. 
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PROBLÈME U. 

448. Par deux points donnés sur une ^here, faire passer 
une circonférence de grand cercle. 

Soient A et B ( fig. 869 ) les deux points donnés; cherchez 
d'abord le rayon de cette sphère, ensuite former un triangle 
rectangle dont les deux côtés de Tangle droit soient égaux 
à ce rayon , et son iiypoténuse sera la corde du quadrant ÂP. 

Gela posé , prenez une ouverture de compas ^ale à cette 
corde , et des deux points A et B décrivez «ur la sphère deux 
arcs respectifs qui, en se coupant, détermineront le pôle P 
du cercle cherché. Alors, de ce pôle, avec ce même quadrant, 
décrivez la circonférence demandée. 

PROBLÈME in. 

449» ^^^ circonférence quelconque étant tracée sur une 
sphère, mener un grand cercle qui lui soit perpendiculaire. 

Prenez à volonté deux points de la ^circonférence donnée ^ 
et avec une ouverture de compas suffisante marquez en- 
dessus et en-dessous de cette circonférence deux autres points 
qui en soient également éloignés; ensuite par le problème 
ci-dessus faites passer une circonférence de grand cercle par 
les deux points ainsi déterminés, et elle sera perpendicu- 
laire à la première. 

Si le point d'intersection était donné, on prendrait les points 
arbitraires à égale distance de celui-là. 

PROBLÈME IV. 

450. Par un point donné sur une sphère, abaisser un arc 
de grand cercle perpendiculaire à une circonférence donnée. 

Par le point donné et avec une ouverture de compas suffi- 
sante, décrivez un arc qui coupe la circonférence donnée 
€n deux points également éloignés de part et d'autre ; de 
ces points décrivez de petits arcs respectifs qui , en se cou- 
pant , détermineront un nouveau point. Par celui-ci et le 
point donné , faites passer un arc de grand cercle qui satisfera 
à la question. 
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PROBLÈME V. 

45 1. Par trois points donnés sur une sphkre , faire passer 
une circonférence de cercle. 

Soient A, B, G, les trois points donnés : cherchez sur la 
sphèxe deux points également éloignés de A et de B , et faites 
passer un grand cercle ; cherchez anissi deux points également 
éloignés de B et de G , par lesquels vous ferez passer un autre 
grand cercle , qui ira couper le premier en X, pôle du cercle 
demandé. Alors prenez une ouverture de compas égale à AX , 
et décrivez une circonférence qui passera nécessairement par 
les trois points donnés. 

Ge procédé sert aussi à trouver le pôle d*un cercle donné. 

Observation. On voit que la résolution des problèmes gra- 
phiques sur la surface d'une sphère offre beaucoup d'analogie 
avec ceux que nous avons résolus sur un plan. 
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CHAPITRE IV. 

DE L'ÉQUIVALENCE ET DE LA MESURE 
DES VOLUMES. 



45a.^ La mesure des corps est de deux espèces ; car il y a 
deux choses distinctes à considérer en eux : i*. leur surface, 
2*. leur volume, ou l'espace limité par la surface. 



§ P'.— DE LA MESURE DES SURFACES DES œRPS, 
OU DE LEURS AIRES. 



453. Les principes que nous avons posés pour la mesure des 
surfaces planes sont applicables aux surfaces des polyèdres , 
car celles-ci ne sont que la réunion d'un certain nombre de 
polygones rectilignes. Ainsi la méthode générale qui se prë- 
senle naturellement pour o4> tenir Taire d'un polyèdre, c'est 
de mesurer séparément chacune de ses faces , et de faire la 
somme de toutes ces mesures partielles. 

Mais , dans bien des cas , on peut trouver une voie plus 
courte : c'est ainsi, par exemple, que, pour un polyèdre ré- 
gulier , il suffira de prendre la mesure d'une face , et de la 
multiplier par le nombre des faces que contient ce polyèdre* 
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De Vain du prisme et du cjUndre. 

"^54. Prisme droit. Les faces latérales du prisme droit sont 
des rectangles qui ont même hauteur que le prisme ; de plus, 
la somme des bases de ces rectangles forme le périmètre des 
bases du prisme. Par conséquent, la surface latérale d'un 
prisme droit a pour mesure le périmètre de sa base multiplié 
par sa hauteur* Si Ton joint à cela les surfaces des deux bases, 
on aura l'aire totale du prisme. 

455., Prisme régulier. Si le prisme est régulier, sa surCeice 
s'obtiendra encore plus aisément; car alors ses bases seront 
divisibles en autant de triangles isoscèles égaux que le prisme 
contiendra de faces laté.rales , et ces triangles auront pour bases 
respectives les côtés des périmètres des bases du prisme , et 
pour hauteur commune le rayon du cercle inscrit à ces bases. 
Ainsi , la surface totale dtun prisme régulier s'obtient en mulr' 
iipliant le* périmètre de sa base par la somme de sa hauteur 
et du rayon du cercle inscrit à cette base, 

456. Cjrlindre. Quant au cylindre droit, qui est un prisme 
régulier d'une infinité de^ faces, nous pourrons lui appliquer 
ce que nous venons de dire pour lé prisme , d'autant plus que 
nous savons déjà que la surface latérale d'un cylindre est 
équivalente à celle d'un rectangle de même base et de même 
hauteur. 

Ainsi donc , la surface totale et un cylindre circulaire droit 
est exprimée par la circonférence de sa base multipliée par la 
somme de sa hauteur et du rayon de cette base. 

Il résuite de là que la surface latérale d'un cylindre est à 
la surface d'une de ses bases, comme, sa hauteur est à la 
moitié du rayon de sa base ; ou bien , comme le double de la 
hauteur est à ce rayon. 

Ce même rapport existe pour le prisme régulier. 
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De taire de la jyrramide et diLCÔne. 

457. Les fsices d'une pyramide irrëgnlière ayant des bases 
et )des hauteurs différentes , on ne peut pas obtenir sa surface 
d'une manière plus simple qu'eu 'mesurant chaque face en 
particulier. 

458. Pyramide régulière. Mais si la pyramide est régulière, 
ses faces latérales seront des triangles isoscèles égaux , ayant 
pour bases les côtés du périmètre de la base de la pyramide, 
et pour hauteur commune son apothème ; de plus , la base 
de celte pyramide sera divisible en triangles isoscèles égaux 
ayant mêmes bases que les premiers , et dont la hauteur com- 
mune sera le rayon du cercle inscrit à cette base ; par consé- 
quent, la surface totale d^ une pyramide régulière s'obtient en 
multipliant le périmètre de sa base par la demi-somme de son 
apothème et du rajon du cercle inscrit à cette base, 

459. Cône droit. Le cône droit étant une pyramide régulière 
d'une infinité de faces , se mesurera de même ; ainsi ^ sa sur^ 
face totale est égale au produit de la circonférence de sa base 
par la demi^somme de son arête et du rayon de cette base. 

Nous avons vu d'ailleurs que la surface latérale d'un cône 
étant développée présentait un secteur de cercle, dont l'arc 
est égal à la longueur de la circonférence de sa base , et dont 
le rayon est l'arête du cône ; ce qui prouve aussi que la 
surface latérale if un cône est. égale à la circonférence de sa 
base multipliée par la moitié de son arête. 

On voit donc que la surface latérale d'un cône est à celle de 
sa base comme son arête est au rayon de^cette base. 

460. Tivnc de pyramide régulière et de cône droit. Un tronc 
de pyramide régulière à bases parallèles est la différence de 
deux pyramides, et sa surface latérale est composée d'autant 
de trapèzes éga^x que la pyramide avait de faces ; ainsi donc , 
si l'on fait la demi-somme des périmètres des deux bases de 
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ce tronc , et qu'on la multiplie par la hauteur commune de 
ces trapèzes, qui est la différence des apothèmes des deux 
pyramides indiquées y on aura la surface latérale. 

Mais la demi*sonime des périmètres des bases est la même 
chose que le périmètre d'une base moyenne menée parallèle- 
ment aux autres et à égale distance d'elles ; en sorte que la 
surface latérale (Cun tronc de pyramide régulière , à bases pof^ 
rallèles , est égale au produit du périmètre d'une base moyenne 
par P apothème de ce tronc. 

De même l'aire de la surface latérale d'un tronc de cône à 
hases parallèles, qui est la différence de deux secteurs sem- 
blables , peut être considérée comme la réunion d'une infinité 
de petits trapèzes ayant pour hauteur commune l'arête du 
tronc , et dont la somme des bases inférieures formerait la 
circonférence de la base inférieure du tronc, et la somme des 
bases supérieures la circonférence de la base supérieure du 
tronc ; ainsi, la surface latérale d'un tronc de cône est exprimée 
par la derni-somme des circonférences de ses bases multipliée 
par son arête. 

Mais la demi-somme des circonférences des bases est équi- 
valente à la circonférence d'une base moyenne, c'est-à-dire 
d'une section faite parallèlement à ces bases et à égale distance 
.de chacune d'elles; donc la surface latérale dun tronc de 
cône droit, à bases parallèles , est exprimée par le produit de 
son arête multipliée par la circonférence cFune section faite 
perpendiculairement à Vaxe, et à égale distartce des deux 
bases. 

Nous allons déduire de ces considération^ deux théorèmes 
qui sont d'un grand secours. 

THÉORÈME I«^ 

461 . Uaire de la surface latérale dun tronc de cône droit, 
à bases parallèles , est équivalente à celle d'un cylindre droit 
de même hauteur, et dont la base aurait pour rayon la perr^ 
pendiculaire élevée sur le milieu de F arête de ce tronc et ter'* 
minée à son axe. 

19.. 
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. Soit ABB'A' (fig. 377) un tronc de cône droit à bases paral- 
lèles , XY son axe , AB son arête. Prenons le milieu M de cette 
arête ; menons MN perpendiculaire à XY^ et par conséquent 
parallèle à BB" et à AA'; alors nous aurons, dans le tra- 
pèze générateur ABYX, MN ss^ (AX + BY), et par suite 
cire. MN = -j (cire. AX -|- cire. BY) ; donc (n®. 4^9) , là sur- 
face latérale du tronc donné sera exprimée par AB X cire. MN ; 
ou bien, en se rappelant que cire. MN = a^r . MN, par 
29r.MN X AB. 

Gela posé , si par le même point M nous élevons une jper- 
pendicuiaire MD à BA , qui aille couper Taxe XY en D , et n 
de l'extrémité A du petit diamètre nous abaissons une per* 
pendicuiaire AP sur le grand diamètre BB% nous formerons 
deux triangles rectangles MND, ABP, qui seront semblables 
comme ayant les côtés perpendiculaires chacun à chacun. 
Ainsi , leurs côtés homologues donneront la proportion 

AB : AP :: md : mn. 

De laquelle on tire la relation suivante : 

ABxNM = APxMD; 

donc on aura 2«r .MN X AB = httMD X AP. 

Mais, puisque AP = XY, on peut encore écrire 

as^.MN X AB = asr.MD X XY. 

Cette dernière égalité, traduite en langage ordinaire, dé- 
montre que le produit de Tarète AB par la circonférence dont 
le rayon est MN , est le même que le produit de Taxe XY par 
la circonférence dont le rayon est la perpendiculaire MD. Mais 
le premier de ces produits est la mesure de la surface latérale 
du tronc de cône ; par consiéquent, il est démontré que la 
surface latérale d'un tronc de cône droit , à bases parallèles , 
s'obtient en multipliant son 4ixe par la circonférence dont le 
rayon est la perpendiculaire élevée sur le milieu de son arête 
et terminée à cet axe. Or, ce produit serait Taire de la surface 
latérale d'un cylindre qui aurait cette' même circonférence 
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poivr base et cet axe pour hauteur, et voilà pourquoi Ton dit 
que la surface latérale du cône est équivalente à celle du 
cylindre. 

ScoUei. Cette démonstration est indépendante de la distance 
des l)ases du tronc et de la grandeur de leurs rayons , ainsi ellô 
sera applicable à toos les cas , et même a celui où la base su- 
périeure serait nulle, c'est-à-dire au cas où le cône serait en* 
lier. On peut donc dire » en général , que la surface latérale 
^un cône est équwalente à cçlle et un cylindre de même hau^ 
teur, dont la base entrait pour rayon la perpendiculaire élevée 
au milieu de l* arête de ce cône et terminée à son axe, 

THÉORÈME 11. 

462. La surface engendrée par la révolution dun demi-^ 
polygone régulier tournant autour de son diamètre est équi^ 
valente à la surface latérale d^un cylindre droit , qui aurait 
pour base le cerclé inscrit à ce polygone > et pour hauteur 
le diamètre qui sert et axe de révolution. 

Soit le demi-polygone régulier ADGH, ... (fig. 378) qu'on 
suppose tourner autour du diamètre AB. De ses divers som- 
mets , abaissons des perpendiculaires D//, û^, etc sur 

Taxe AB ; et par les milieux M, N, O, etc.... de ses côtéit, éle- 
vons des perpendiculaires respectives MC, NC, OC, etc.. . . , 
qui couperont l'axe AB au même point C , centre du polygone, 
et seront égales comme rayons du cercle inscrit au polygone 
régulier donné. 

Mais d'après le théorème précédent , la surface décrite par 
le côté AD , qui sera la surface latérale du cône dont kd est la 
hauteur, sera équivalente à la surface latérale d'un cylindre 
qui aurait aussi kd pour hauteur, et dont la base serait le 
cercle décrit avec le rayon CM , perpendiculaire élevée par le 
milieu de AD et terminée à l'axe AB. 

De même le côté DG décrira la surface latérale du tronc 
de cône qui aura dg pour hauteur , et sera équivalente à 
celle du cylindre qui aurait même faauteui: , et dont la base 
serait la circoaférence CN. 
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Par la même raison , la surface décrite par GH sera éq«i* 
valente à §C X cire. CO , et ainsi de suite pour les autres 
côtés. 

Or, puisqu'on a CM=?=CN=CO=etc. , on pourra ^ d'après 
ce qui précède , écrire la suite des égalités, ] 

surface AI> = Ad. circ« CM, 

surface DG =2 d^. cire. CM, 

surface GH ss= C^. cire. CM, 

surface HL ss Ce. circ.CBf, 

surface LK sa eb • cire. CM j 

surface KB = Afi. cire. CM; 

et en faisant leur somme et observant que 

Ad + dg + gC+Ce + eb + bBz=:AByOn aura enfin 

surface (AD+DG+GH+HL+LK+KByrsAB xcirc. CM; 

ce qui est Tex^Nression de l'énoncé ci-dessus, car ABxcirc. CM 
est bien la surface latérale d'un cylindre qui aurait AB pour 
hauteur^ et dont la base serait le cercle décrit avec le 
rayon CM. 

ScoUe i*'. Si Ton ne considérait qu^une portion du demi- 
polygone ^ telle que ADG , on trôuverart que la surface en«* 
gendrée par cette portion est équivalente à la surface latérale 
d'un cylindre dont kg serait la hauteur ; c'est-à-dire qu'on 
aurait pareillement 

surf. ADG = Ag^ X cire. CM. 

De même la surface décrite par la portion DGH donnerait 

surf. DGH = <« X circ.CM. 

Scolie 2. Si le polygone n'était pas régulier , et qu'on fit 
tourner une ligne polygonale analogue à celle de la figure 35o, 
on serait obligé d'estimer chaque tronc de cône en particu-^ 
lier ; mais les perpendiculaires élevées sur les milieux respec- 
tifs n'étant plus égales , on ne pourrait pas ramener le tout 
à une seule formule 
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De , Vaire de la sphère. 

THÉblVÈME !•'. 

463. L'aire de la surface et une sphère est équivalente à 
celle delà surface latérale d'un cjlirMlre qui aurait pour base 
le grand cercle de cette sphère, et pour hauteur F axe. de la 
sphère. 

En effet, le théorème précédent «sit vrai ^ quel que soit le 
nombre des côtés du demi -polygone générateur, en sorte 
que la proposition aura lieu aussi à la limite , c'est-à*dire 
lorsque ce demî-polygone sera une demi-circonférence. Mais 
alors la surface engendrée sera celle d'une sphère qui au« 
rait AB pour axe et CM pour rayon ; car, dans ce cas, CM=:=CA. 
Par conséquent, en appelant S cette surface sphérique, on 
aura S = AB X cire. GA ; c'est-à-dire que la surface d'une 
sphère est exprimée par son axe multiplié par la circonfé'^ 
rence de son grand cercle, Mbîb ce produit représente aussi la 
surface latérale d'un cylindre qui aurait pouf hauteur l'axe 
de la sphère et pour base son grand cercle; donc l'énoncé 
ci-dessus est vérifié. 

Scolie. La circonférence du grand cercle d'une sphère mul- 
tipliée par la moitié de son rayon , donne la surface de ce 
cercle ; mais ce produit n'est que le quart de celui que l'on 
obtient lorsqu'on multiplie la même circonférence par Taxe 
de la sphère , car Taxe est quadruple du demi-rayon. Ainsi il 
est démontré que la surface if une sphère est équivalente à 
quatre /ois la surface du grand cercle de cette sphère. 

Ou sait que srR exprime la surface du cercle dont le rayon 
estR, par conséquent 4s'R^ exprimera la surface de la sphère 
dont le rayon est R'; bien , en observant que R = ^ D , d'où 
R'^ss^D^, nous porrons encore exprimer cette surface par 
fyjT X JD' = tD%D étant l'axe. 

H résulte de là que la surface du grand cercle d'une sphère 
est équivalente à celle du fuseau correspondant à l'angle 
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droite et q[ae la surface du triangle sphenque trirectaDgk que 
nous avons prise po^r unité (n* 4^4) ^^ e'cpiivalente à un, 
demi-grand cercle. 

464. On démontrerait d'une manière analogue que la sur- 
face d'une calotte sphérique BA ( fig. 37g ) , ou d'une zone à 
deux bases ÂA% est équivalente à la hauteur de cette calotte 
ou de cette zone, multipliée par la circonférence du grand 
cercle de la sphère , c'est-à-dire que Ton aura 

calotte AB=BD X cire. CB et zone AA* = O) X cire» CB ; 

car Tare qui produit la calotte ou la zone peut être considéré 
comine une portion de polygone régulier d'une infinité de 
côtés. 

D'après cela , on voit donc que la surface d^uue csdotte ou 
d'une zone est à celle de la sphère totale comme la hauteur 
de cette calotte ou zone est à l'axe de la sphère. 

THÉORÈME IK 

465. Lorsque avec une même' ouverture de compas on dé^ 
crit une circonférence sur une sphère et ensuite sur un plan ^ 
la surface de la calotte déterminée sur la sphère est toujours, 
équivalente à la surface du cercle déterminé sur le plan. 

Soit une sphère dont l'axe est BB' ( fîg. 879 ) ; du point B 
comme pôle, avec une ouverture de compas arbitraire ^ décri«> 
vons un cercle qui déterminera une calotte BA plus petite 
qu'un hémisphère^ ou BA' plus grande, ou BA" égale à un 
hémisphère. Si l'on représente la surface de cette calotte 
par Z et l'ouverture du compas par N » je dis qu'on aura dans 
tous les cas Z = «rN* (tN^ exprime la surface d'un cercle qui 
aurait N pour rayon ). 

. 1*' Cas. Par l'extrémité A menons le rayon AC et. la pqi^ 
pendiculaire AD sur l'axe BB' ; représentons le rayon de la 
sphère par R , et la distance variable CD â^ centre an pied D 
de la perpendiculaire AD , par x \ alors la hauteur de la 
calotte sera BD = R — or. 
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Cela po9é, le théorème précédent nous a appris que la 
surface d'une calotte est équivalente à sa bautcur multipliée 
par la circonférence du grand cercle de la sphère ; ainsi nous 
aurons Z=BDx ckc CB ; «nais BDsbR— ^, et circ« CB — 2«-R ; 
doncZ=(R — jr)aîrR 

Maintenant cherchons à interpréter ce résultat,- et pour 
cela observons que dans le triangle ACB l'angle C est aigu 
tant que BÀ est moindre qu'un quadrant, et qu'alors on 
aura (in** 196) 

BÏ = AC '-f. CB'— aCB X CD ; 

en remplaçant dans cette égalité les diverses quantités par 
lews Valeurs, elle deviendra 

N» = R* + R» — 2R.X = 2R« — 2R.X; 
donc 

2R.a?=2R^— N* et ar = ^'^^^ -■■ = R ■> £L ; 

donc enfin 

R — a 



5r- 



i Mais alors la valeur de Z trouvée ci-dessus (R-r^x)23rR 
deviendra, en remplaçant R — x par la quantité -«-qui lui est 
égale, 

Z = 2rRx^ = irNS 

ce qui exprime bien la surface du cercle dont N est le rayon, 
2* Cas. Si la calotte BA' est plus grande qu'un héniisphère^ 

et qu'on fasse une construction analogue à celle du cas pi*écé- 

dent, on auta CD'ssx, la hauteur BD' = R 4-ar> en sorte 

que Z=s2jrR(R + ar). 
Mais dans le triangle A'CB l'anglle C sera obtus tant que 

BA' sera plné grand qu'un quadrant ; ainsi l'on aura 

BA'';=s='Tc + CB* + 2CB X CD', 
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ou Uen 

N' = R» + R' + aR.x = 2R» + aR.ar, 
d*où 

aRar = K» — aR» et « = -= ~ R, 

aR 

Eafin 

donc alors la T&leur de Z deriendra encore 

Z =aîrR.'Ç = 9rN': 
aR 

3* Cas. Enfin si BA' est un qaadra&t , la calotte décrite sent 
un hémisphère qui, comme nous le savons déjà, équivaut 
à deux grands cercles. 

Dans ce cas la perpendiculaire A'^C tombe au centre G et Ton a 

ATB*= Pc + CF," ou bien N' =: R« + R» = aR% 

et par suite Z = R X 2tR = 2»R* = wV\ 

La proposition fénoncée est donc vraie pour tous les cas^ 

Corollaire i*'. On voit donc que le cercle décrit sur un 
plan avec un rayon égal à Taxe BB' d'une sphère est équivalent 
à la surface totale de cette sphère. Cette proposition est d'ail- 
leurs évidente, car le diamètre BB' étant double du rayon 
CB , la surface du cercle décrit avec BB' sera quadruple de 
celle du cercle décrit avec CB , puisque les surfaces sont pro- 
portionnelles aux carrés de leurs rayons. 

4^6. Corollaire a. La théorie précédente fournit une con^ 
séquence curieuse : c'est que si avec une même ouverture de 
/:ompas on décrit des cercles sur un nombre quelconque de 
sphères de différens rayons, toutes les calottes déterminées 
sur ces sphères seront équivalentes en surface ; car chacune 
d'elles sera équivalente au cercle qui aurait cette ouverture 
constante pour rayon. 
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On peut donc facilement déterminer, sur la iurfisice d'une 
splière plus grai^de, une calotte équivalente à la surface d'une 
sphère plus petite , et cela en décrivant un cercle sur la pre- 
mière avec une ouverture de compas égale à Taxe de la 
seconde. 

Seolie. Puisque Ton obtient ( n^ 271 ) la surface d^un 
cercle en multipliant le carré de son rayon par ir = 3, 1 4 1 59* . . y 
on pourra facilement connaître la surface d'une calotte sphé- 
rique décrite avec une ouverture de compas connue ; car cette 
calotte étant équivalente au cercle décrit avec la même ou- 
verture y il suffira de multiplier «■ par le carré de l'ouverture 
de compas employée. 

THÉORÈME UI; 

467. La surface de la spTière et celles du cylindre et du 
cône circonscrits à cette sphère , sont entre elles comme les 
nombres 4> 6, 9. 

Soit le cylindre ABGD circonscrit à la sphère SO (fig. 38o) ; ce 
cylindre sera équilatéral, car il aura pour base le grand cercle 
de la splière , et pour hauteur Taxe de cette même sphère; par 
conséquent 9 le produit de la hauteur AB par la circonférence , 
dont HB est le rayon , donnera également l'aire de la sphère, 
ou bien de la surface latérale du cylindre. Ainsi , la surface 
latérale dun cylindre circonscrit à une sphère est, comme 
celle de cette sphère , équivalente «u quatre grands cercles. Et 
si l'on ajoute à cela les deux, grands cercles qui servent de 
base à ce cylindre , on verra que sa surface totale vaut six 
grands cercles; donc sph. : cyl. :: 4 • ^' 

Obser\fation, Il est bon d'observer que la surface totale d'un 
cylindre équilatéral vaut six fois celle de sa baise* 

Soit en second lieu le cône circonscrit MNP ; sa surface la- 
térale est égale 'à MH.circ.SO (n** 460). Mais puisque ce cône 
est circonscrit , la perpendiculaire SO élevée au j^int de taa»- 
gence, milieu de l'arête ^ vient passer par le centre ^ de la 
sphère , et est un rayon de cçtte sphère ; de plus le triangle 
circonscrit MNP est équilatéral , et sa hauteur (n^ 179) sera 



Digitized 



by Google 



Soo COURS DE GÉOMÉTRIE. 

triple an rayon , d'ôùMH=3 .SO ; â'aîlleurs circ.SO=2r.S0. 

Donc l'expression ci-dessus liIH ..cire • SO deviendra 

3.S0X 2ter.S0 = 6sr.S0! 

HaU sr.SO est la surface du gi-and cercTe de la sphère ; donc 
la surface, latérale, du cône circonscrit à une sphère vaut six 
grands cercles de cette sphère. 

Ajoutons à cela la surface de la base de ce cône , et pour k 
trouver observons qu*en supposant le rayon OH ss OSs: i , on 
aura ON ss a ( n^ 1 99) , et à cause du triangle rectangle ONH , 

ÎÏH'sa No'— 0H*=: 4—1 = 3. 

Hais la proportiounalité qui existe entre les cercles et les 
carrés de leurs rayons donne 

surf. SO : «urf. NH :: SO*: NH*:: i : 3. 

Donc on aura surf. NH = 3. surf, SO ; 
c'est'-à-dire que la base de la surface du cône circonscrit est 
équis^alente à trois grands cercles» 

Par conséquent y la surface totale de ce cône vaudra 
6 -4- 3 s= 9 grands cercles f ain^i sph. : cône :: 4 I 9- 

Donc enfin sph. : cyh : cône :: 4 * ^ 19. 

Scolie. La surface du cylindre est moyenne proportion- 
nelle entte celle de la sphère et celle du' cône/ car oii a 
6x6 = 4X9=36. 

THÉORÈME IV. 

468. lues surfaces de la sphère, du cylindre et du cône équi- 
latéraux inscrits dans cette sphère sont entre elles comme les 
nombres 169 12, 9. 

Le cylindre équilatéral inscrit A6CD (fig. 38i) aura pour 
arête et pour diamètre de sa base le côté du carré inscrit dans 
le grand cercle de la sphère , c*est-à«-dire qu'en prenant le 
rayon de la sphère pour unité , on a ÂD == I/2 ( n^ 268 ) et le 
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rayon AO ss^ ^% ; par conséquent la sur&ce de la base du 
cylindre sera 

Mais te cylindre étant équilatétal, sa 'surface totale Tau^ 
dra, d'après l'observa lion du théorème précédent, six fois 
celle de sa. basé , ou bien 6 X i; v =3 3 «r. 

En second lieu , Tarète MN du cône éqîiilatéral inscrit sera 
le côté du triaogle régulier inscrit dans le grand cercle de la 
sphère, et vaudra y^3 , le rayon de la sphère ét§nt l'unité 
( n« 268 ) ; ainsi NS s; ^ l^P a ^ (/S. Par conséquent, la cii^ 
conférence ' de l'a base du cône sera exprimée par •••••. 

2îrXï/3 = srk'3. 

Maintenant, pour avoir la surface totale de ce cône, il 
faut observer qu'elle s'obtient en multipliant la circonférence 
de sa base par la demi-somme de son arête et du rayon de 
cette base, et nous aurons pour cette surface 

^V3X^(t/3+ii/I) = »ï/3xiV3«|». 

Mais La sphère dont le rayon est l'unité a pour surface 4s'>; 
donc la sphère, le cylindre et le cône désignés ont dès sur- 
faces qui sont entre elles comme 4^ ; 3»- : !«- ; ou bien, « » 

:: 16 : 12 : 9. 

La surface du cylindre équilatéral inscrit est donc encore 
moyenne proportionnelle entre celle de la sphère et celle du 
cône; car laX ï2s= i6X9=i44* 

PROBLÈMES NUMÉRIQUES. 
PROBLÈME l«^ 

46g. Trouver la surface dune sphère dont te rayon est âe 
3"», 25. 

Puisque R = 3"*, 25 la surface' du grand cercle de cette 
sphère sera rR* = 3,i4i59 (3,25)* = âS^ijSig, et celle 
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de la sphère totale qui vaut qii&tre gr^da cercles sera donc 

4 X 33 1 1 7519 ss 1 34 » 70 mètres carré». 

PROBLÈME II. 

470. L'aire éFune spTikrè est de 728" ,49^6 mktres carrés , on 
demande son rajron^ 
D'après Vénoncé, on a donc 4«"R'=s: 728,492^6. Or, cette 

^alité donnne R* es 2 — ^19 — . ^i ^^^ extrayant la racine 
càrrëe de chaque membre, on aura 

*^~ V 4x3, 14159 ' '^'• 
PROBLÈME IIL 

471* On demande l'aire itun triangle sphérique dont lef 
angles sont de 76',3o', ioa**,io', c/54** ao', et qui appartient 
à une sphère dont le rofon est i"',54 ? 

Pour cela nous ferons la somme de ces angles , et nous au- 
rons 76"3o'+ io2**io' + 54*^o' = ^33*>, nous en retran- 
cherons deux angles droits ou t8o®, et le reste 53 étant les || 
de Tangle droit, indiquera que le triangle donné est les|| du 
triangle trirèctaiigle ( n* 444 )• 

Or , le triangle trirectangle ( n* 4^2 ) vaut la moitié du grand 
cercle de la sphère; et puisque dans le cas présent le rayon de 
cette sphère est de i"*,54, son grand cercle sera «-(i ,55)*^, 
par conséquent le triangle trirectangle aura pour surface 
^(i ,54)*=3'",534 mètres carrés, et le triangle proposé vaudra 
Il X 3,534= 2", 086 mètres carrés. 

C'est-à-dire que ce triangle aura une^ surface équivalente 
à 2 mètres carrés, plus 8 décimètres carrés, plus 60 millimètres 
carrés. 
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S IL — DE LA MESURE DES VOLUMES. 

472. Pour être dans le cas de mesurer aisément le volnme 
des corps , il faut faire dépendre cette mesure de celle d'un • 
seul poljèdre , ainsi que nous avons rapporté la mesure des 
Surfaces à celle d'une surface unique. 

En conséquence, il est nécessaire d'établir pour les volumes 
des principes analogues à ceux que noud avons démontrés 
pour les figures rectilignes; c'est-à-dire qu'il faut prouver 
que l'on peut , par une suite de transformations successives , 
remener un volume quelconque en un autre qui lui soit équi- 
valent et qui ait une forme déterminée. 

Nous allons donc commencer par exposer la théorie de . 
V équis^alence des volumes, et nous occuper successivement des 
prismes , des pyramides et des autres polyèdres. De là nous 
déduirons les règles au mOyen desquelles nous pourrons me- 
surer chacun de ces corps. 

jf^olumes du prisme et du cjrUndre. 

THÉORÈME !•'. 

453. Tout prisme oblique est équwalent à un prisme droit, 
qui aurait des arêtes latérales de la même longueur que celles 
du premier, et dont la base serait une section faite perpendi^ 
culairement à ces arêtes. 

Un prisme quelconque peut toujours être regardé comnie' 
formé de la réunion de pluskurs prismes triangulaires ^ ainsi 
il suffira de démontrer la proposition ci-dessus pour un prisme 
à trois pans, et elle sera applicable à tout autre. 

Soit donc le prisme triangulaire oblique ABGDEF (fig. 382) ; 
coupons -le par un plan perpendiculaire à sea arêtes latérales; 
et nous déterminerons, un triangle abg ; ensuite prolongeons 
ces arêtes dans un même sens , et prenons rar leurs prolonge- 
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mens les distances respectives DJss Aa, Ee=sB&y P/"=a G**; 

enfin joignons les extrémités d^ e^f. 

Par suite de cette construction les arêtes €uly bcygf, sont 
égales aux arêtes AD, BE^ GF, du prisme oblique, et par con- 
séquent égales entre elles; d'ailleurs elle sont parallèles, ce 
qui indique que les faces abed^ bgfe^ agfd, sont des parallé- 
logrammes , et que les lignes Je, e/*, dfj sont respectivement 
égales et parallèles à ab^ bg^ ag; donc le triangle defsem 
égal au triangle abg, et comme ce dernier, situé dans un plan 
perpendiculaire aux arêtes latérales; c'est-à-dire que abgfed 
est un prisme triangulaire droit. 

Observons maintenant que le tronc ABGgba est égal au 
tronc BEF/ed; car si on les porte Tun sur l'autre en posant le 
triangle DEF sur sou égal ABG, les arêtes Drf, Ee, ï/ recou- 
vriront les arêtes Aa, Bb, Ggj puisqu'elles sont également in- 
clinées sur les bases, et comme elles sont respectivement 
égales, les commets d^e^f^ tomberont sur les sommets a, ^,^; 
c'est-à-dire que les deux troncs coïndderont exactement dans 
tous leurs points et seront égaux. 

Par conséquent, si Ton retranche Tun ou l'autre de ces 
deux troncs du volume toul A/^ on devra obtenir des restes 
équivalens. Or, en enlevant le tronc inférieur D/", il reste le 
prisme oblique AF; tandis que Si Ton détacbe le tix>nc supé- 
rieur kg^ on obtient le prisme droit afx donc le prisme droit 
est équivalent au prisme oblique. 

Corollaire I. Un prisme quelconque oblique Aiy (fig. 383) 
est équivalent à un prisme droit qui aurait mêmes arêtes laté- 
rales , et dont la base serait une section MNOPQ faite perpen- 
diculairement à ces arêtes. En effet, cette proposition étant 
vraie pour chacun des prismes triangulaires qui composent le 
prisme polygonal, sera vraie pour ce dernier. 

Corollaire II. Deux prismes qui auraient des arêtes laté- 
rales delà même longueur, et dans lesquels les sections per- 
pendiculaires à ces arêtes seraient des polygones égaux, 
auraient des volumes équivalens ;, car chacun d'eux serait équi- 
valent k un même prisme. 
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GOROLLAiftE III. Un cylindre oblique est équivalent à un cy- 
lindre droit qui aurait même arête et par suite même axe, et 
dont la base serait la section perpendiculaire à cet axe. Le cy- 
lindre étant un prisme limite , cette proposition découle du 
théorème précédent. 

THÉORÈME II. 

474 . Tout prisme triangulaire est la moitié iùi parallélépi- 
pède construit sur fun de ses angles trièdres. 

Soit le prisme triangulaire ABCDEF (fig. 384) » menons là 
lijgne AG égale et parallèle à GB, et B6 égale et parallèle à CA ; 
achevons aussi le parallélogramme FDHE et j oignons GH. Par 
là nous formerons un second prisme triangulaire AGBDHE sy- 
métrique du premier (n*379), et qui avec lui composera le 
parallélépipède AE. 

Il s'agit maintenant de prouver que ces deux prismes trian- 
gulaires sont équivalens. 

Coupons le parallélépipède AE par un plan perpendiculaire 
à ses arêtes latérales, et nous déterminerons un parallélo* 
gramme MNOP^ que la diagonale NP divisera en deux triangles 
égaux. Or> chacun de ces triangles sera là section perpendicu- 
laire aux arêtes des deux prismes triangulaires ABCDEF, 
AGBDHE ; par conséquent , ces deux prismes seront chacim 
en particulier équivalens à un même prisme droit (n** 47^» 
CoROix. â), et par suite équivalens entre eux. Ainsi, chacun 
d'eij^^est la moitié du parallélépipède AE. 

CoROLLAiR£-i*'. Tout plan diagonal divise un parallélépipède 
quelconque en deux prismes triangulaires symétriques et équi- 
valens en volume. 

Corollaire 2. Deux prismes triangulaires qui ont des bases 
égales, des arêtes latérales de la même longueur et également 
inclinées sur le plan des bases , sont ou égaux ou symétriques^ 
En effet, ces deux prismes seront chacun la moitié d'un même 
parallélépipède, c'est-à-dire que les parallélépipèdes construits 
sur chacun d'eux seront nécessairement égaux ; ainsi, selon que 
les faces seront semblablement ou inversement disposées, ces 

20 
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deux prismes seront égaux ou syinëtriques , mais d'ailleurs 

toujours équivalens en volume. 

Ceci prouve donc que deux prismes syme'triques sont équi— 
yalens. 

THÉORÈME m. 

475. Vnparallélépiphde quelconque est toujours équivalent 
à un parallélépipède rectangle de base équivalente et de ntéme 
hauteur. 

Pour de'montrer cet te. proposition, il faut prouver, qu'un 
parallélépipède quelconque peut toujours être ramené à un 
parallélépipède rectangle , en lui faisant subir certaines traus- 
foliations qui n'altèrent pas sa capacité. 

Le parallélépipède a une forme très variable : sa base peut 
être un parallélogramme ou un rectangle, pendant que ses 
arêtes peuvent avoir des inclinaisons telles que les faces laté- 
rales soient toutes les quatre inclinées aux plans des bases , 
ou toutes les quatre perpendiculaires à c^ plans ^ ou bien 
que deux d'entre elles soient sitif é^s dansf des plans inclinés , 
et les deux autres dans des plans perpendiculaires aux bases. 

De là , plusieurs variétés de parallélépipèdes : 

t^ Le parallélépipède droit, dont les angles dièdres adja- 
cens aux bases sont droits , et dont les bases peuvent être des 
parallélogrammes ou des rectangles. (Ce dernier cas est celui 
du parallélépipède rectangle.) * 

2®. Le parallélépipède oblique y dont les angles dièdres a'dja^ 
cens aux bases sont tous aigus ou obtus, ou bien dont deux 
de ces angles sont droits , pendant que les deux autres sont l'un 
aigu et l'autre obtus. 

Mais il est facile de ramener ces divers prismes à un paral- 
lélépipède rectangle équivalent, ainsi que nous allons le voir. 

1" Cas. Tout parallélépipède AH^ dont la base est unpà^ 
rallélogramme ABGD, peut être transformé jçn un autre qui 
lui soit équivalent , et qui ait pour base un rectangle AJSBiS de 
même surface que ABCD. 

En effet, par les sommets A et B (fîg. 385) abaissons les 
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perpendiculaires AS, BR, sur le côté oppose CD ^ et nous au«* 
rons un rectangle ABRS équivalent au parallélogramme ABCD ; 
menons aussi GQ, NP perpendiculaire» sur MH, et le rec- 
tangle NGQP sera équivalent à NGHM et égal à ABRS ; ttroiis 
ensuite les lignes iSP, RQ'qui seront égales et parallèles aux 
arêtes latérales di^ parallélépipède AH ». e.t nous déterminerons 
ainsi un autre parallélépipède AQ à bases rectangulaires ^ pLus 
deux prismes triangulaires DP et GQ. 

Ot^xes deiuc. pris^^es^fiP et CQ ont les bases f^les^ C9X 
ASD =:BRG,. les arêtes latérales de la même longinsur et égar 
lement inclinées sur les plans des bases» puislqu'elles sont 
parallèles entre elles ; ainsi ils sont équivalens ( n^ 474) 9 
Coaou.. II). . 

Mais si deJa figure totale on retranche le prisme DP ,il 
restera le parallélépipède donné AH ; tandis que si Ton en- 
lève le prisme CQ on, obtiendra le parallélépipède AQ : donc 
AH et AQsoAt équivalens. 

a* .Cas. Tout, parniléUpipbde à bases reatsmgulaires , dont 
le^ angles dièdres adjacens à ces bases sont fes ¥ns ai-- 
^s,Jes autres obtus , peut être transfùrmé en un autre pa* 
rnralîélépiphde équivalent , çui aura même, base et même 
hauteur, çt. dont deux des angles dièdres adjacens à sa base 
seront droits.' 

Spit le parallélépipède AH (iig. 386)^^dont la base ABCD 
est un rectangle sur lequel les quatre faces latérales sont in^ 
«linées*, par l'arête BC menons un plan perpendiculaire à 
celui de la base ; . ce plan ira couper les calés £F > QI de la base 
stipérieure aux points M et N. De même par l'arête AD me- 
nous un ai^tre plan perpendiculaire qui rencontrera lesprolon- 
gemens de EFet de GH en P et en 0. Ensuite joignons MB, 
NCPA^OP; ces lignes seront égales et parallèles entre elles, 
«t détermineront un parallélépipède AN dans lequel les angles 
dièdres AB^ BC sont droits. 

Mais il résultera aussi de cette construction deux prismes 
triangulaires AG, BH qui seront équivalens, car leurs bases 
APE» 6MF sont égales , et leurs arêtes latérales AD, EG, PO, 

ao.. 
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BG, FH» MJS étant des côtés opposes de parallélogrammes 
sont égales et parallèles. 

Si donc dé la figure totale on retranche l'un ou l'autre de ces 
deux prismes , les restes obtenus seront équivalens ; mais ces 
restes successifs sont les deux parallélépipèdes AH , AN : donc 
AH' est transformé en un parallélépipède équivalent AN , dont 
^eux faces sont perpendiculaires aux plans des bases. 

3* Cas. Tout parallélépipède à' bizses rectangulaires, qui 
tf deux angles dièdres à Ut base droits, peut-être transformé 
en un parallélépipède rectangle équivalem, de même base 
^t de même hauteur. 

Soit le parallélépipède AG (fig. 887) dont la base ABGD 
est un rectangle, et dont les angles dièdres AB, DG sont 
droits, c'est^à'dire, que les faces ABEF, DGGH sont situées 
^dans des plans perpendiculaires à celui de la base. 

Si, par les sommets A, B, G, D, on élève des perpendicu- 
laires à la base ABGD , les deux perpendiculaires AP, BM se- 
^ront dans le plan de la face AB£F, et rencontreront le prolon- 
gement de EF en M et en P ; de même les deux perpendiculaires 
GN , DO seront dans le plan de la face DGGB , et rencontreront 
le prolongement de GH en N et en 0. En joignant ensuite MN 
et PO, on formera un rectangle MNPO^ situé dans .le plan 
de EFGH , qui sera égal et parallèle à Ja basé ABGD. On aura 
donc ainsi construit un parallélépipède rectangle ABGDMNOP. 

Mais en même temps on produira deux prismes triangu- 
laires APEDGH, BMFGNG qui seront égaux , car leurs bases 
APE et BMF ayant un angle A :5s B compris entre côtés égaux 
chacun à chacun, s^nt égale», et leurs arêtes latérales AB^ 
PO , EH , BG , MN , FG sont égales , et de plus perpendiculaires 
eux bases. 

Or, si de la figure totale on retranche le ptisme droit AH, 
il restera le parallélépipède oblique AG , tandis que si l'on en 
détache le prisme droit BG , on obtiendra le parallélépipède 
rectangle AN ; donc ces deux parallélépipèdes sont équivalens. 

Le théorème énoncé est donc démontré pour tous les cas. 

Corollaire i • Il résulte de ce théorème important que deux 
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pavallélepipèdes quelconques auront un méoie volume^ dès, 
que leurs bases et leurs hauteurs seront égales > quelle que 
soit d'ailleurs la longueur de leurs arêtes latérales. En efiPet, 
chacun d*eux peut être ^ transformé en un même parallélépi-* 
pède rectangle. 

Or^ deux parallélépipèdes peuvent avoir même base et 
ineme hauteur , pendant que les arêtes latérales de l'un sont 
beaucoup plus longues que eelles de l'autre ; ainsi /deux pa- 
rallélépipèdes construits sur une base commune peuvent être 
équividens et avoir pourtant une longueur dix, cent, millefois 
plus grande Tun que l'autre. 

Corollaire 2. Deux prismes triangulaires de même base et 
de même hauteur sont équivalens, car ils seront alors les 
moitiés respectives de deux parallélépipèdes équivalens. 

Par conséquent un prisme triangulaire oblique peut être 
transformé en un prisme triangulaire droit équivalent , qui 
aura même base et même hauteur. 

Il r>ésulte donc de là qu'un prisme polygonal oblique peut 
être transformé en un prisme droit ayant tnême base et même 
hauteur , et que deux prismes polygonaux dé même base et 
de même hauteur sont équivalens ; car ces prismes sont divi- 
sibles en un même nombre de prismes triangulaires, pour cha- 
cun desquels la proposition a lieu. 

Scolie.. En rapprochant ceci de la propriété du n*» 47^ , on 
Toit qu'il y a deux m~ nières de transformer un prisme oblique 
en un prisme droit équivalent : i*^. en diminuant la surface 
de sa base , et rendant sa hauteur égale à la longueur de ses 
arêtes latérales; 2^. en conservant sa base et sa hauteur, et 
faisant diminuer la longueur de ses arêtes latérales. 

THÉORÈME IV. 

476. Les volumes de deux parallélépipèdes rectangles de 
même base, sont proponiotmèls à leurs hauteurs. 

Soient les deux parallélépipèdes rectangles AM , am (fig. 388); 
dans lesquels les bases ABCD s=s a^c^f . Portons le plus petit am' 
dans le grand , en posant la basç abcd sur son égale ABCD ; 
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alors les arêtes aq^ bh^ cm^ dn, tomberont sur A6, BH» 
CM, DN, et le parallélépipède am prendra la position AQ. 
' Gela posé , il est bien évident que si la hauteur AS^s^^ag 
était la moitié , le tiers y le quart , etc.. . • de AG» le* parallé* 
lépipède am serait contenu deux , trois , quatre fois y etc. • • » 
dans le grand AM. Mais nous pouvons appliquer, ici le raison- 
nement connu, et démontrer que, quel que soit le rapport 
des hauteurs AG, ajg, les volumes seront dans les mêmes 
rapports. 

En effet, après avoir porté le petit parallélépipède etm sur 
le grand AM, portons le reste SM ^ur am autant de fois 
qu'il pourra y être contenu. Si nous obtenons un second 
reste, portons-le sur le premier SM, et ainsi de suite. Ces 
transpositions successives fourniront deux séries de quotiens 
et de restes altematife, l'une relative aux volumes, et l'autre 
aux hauteurs AG, ag^ ; mais ces séries seront numériquement 
les mêmes , et elles nous prouveront que les volumes sont 
proportionnels aux hauteurs , dans le cas où le rapport est 
cèmmensutable, comme dans celui où il est incommensu- 
rable ;. ainsi l'on aura constamment 

vol. AM : voL «m :: AG : ag. 
THÉORÈME V. 

477. Les w>lume9 de deux parallélépiphdes rectangles d& 
mime hauteur sont proportionneb à leurt bases. 

Supposons que les deux parallélépipèdes AG, ag (fig. 389)^ 
aient même hauteur AN =««; portons-les l'un dans l'autre 
de manière à faire coïncider les angles trièdres rectangles 
A et a ; alors le parallélépipède ag prendra la position AL , et 
il y aura une partie commune aux deux parallélépipèdes AG , 
agj qui formera un troisième parallélépipède AK. 

Cela posé, si Ton compare AR à chacun des deux autres» 
on eh déduira la démonstration du théorème énoncé. En 
effet , les parallélépipèdes AG, AK, ayant une base commune 
ABMN , sont , d'après la proposition précédente y propor* 



Digitized 



by Google 



CHAPITRE IV. 3 ri 

tionnels à lewrs hauteurs AD, AV, et Ton a 

AG : AK :: ad : av. 

De même les parallélépipèdes AK , AL , qui ont même 
base AVRN, sont entre eux comme kars hauteurs AB« AQ, 
et donnent 

AK : AL :: ab : aq.. 

Si Ton multiplie ces deux proportions par ordre , et qu'on 
supprime le facteur commun AK y on obtiendra 

AG : AL :: ad x ab : av x aq, 

ou bien 

AG : off :: M) X AB : ad X ab. 

Mais AD X AB représente la surface de la base ABGD , et 
ad X ab la surface de abcd ; donc les parallélépipèdes de 
même hauteur sont proportionnels à leurs bases. 

THÉORÈME VI. 

478* Les volumes de deux parallélépipèdes rectangles 
quelconques sont proportionnels aux produits de leurs bases 
par leurs hauteurs. 

Soient les deux parallélépipèdes rectangles AGi^ ag (fig. Sgo); 
plaçons-les Tun dans l'autre en faisant coïnéider les angles 
trièdres A et a. Le parallélépipède ag prendra la position AV, 
et il y aura une partie commune qui formera un troisième 
parallélépipède AQ. 

Or les parallélépipèdes AG^ AQ, qui ont même hauteur 
sont proportionnels à leurs bases et donnent 

AG : AQ :: abgd : axpy. 

Or , les parallélépipèdes AQ et AV qui ont même base sont 
entre eux comme leurs hauteurs; ainsi l'on à 

AQ : AV :: am : aT; 

et si Ton multiplie ces deux proportions terme à terme , ou 
obtiendra 

AG : AV il abcd X AM : AXPy x at, 

ou bien 

AG : ag :: abcd x am : abed X am. 
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C'est-à-dire que deux parallélépipèdes rectangles sont pro- 
portionnels aux produits de leurs bases par leurs hauteurs 
respectives. 

Si le parallélépipède ag était moins haut que AG y on le 
prolongerait jusqu'à ce qu'il rencontrât la base supérieure de 
ce dernier , pour déterminer le parallélépipède accessoire AQ. 

Sçolie 1^. Le produit ABCDxAM est la même chose que 
celui des trois arêtes ABxADx AM^ aussi dit- on ordinai-" 
rement que deux parallélépipèdes rectangles soAt proportion- 
nels aux produits de leurs trois arêtes contiguës , ou de leurs 
^rois dimensions. 

479. Scolie a. Puisque les parallélépipèdes rectangles s<Hit 
proportionnels aux produits respectifs de leurs bases par 
leurs hauteurs; on peut prendre ces produits pour leurs 
mesures. En effet, dès que l'on connaîtra la capacité d'un 
parallélépipède rectangle donné , oa pourra obtenir celle de 
tout autre parallélépipède rectangle , en multipliant cette 
capacité par le rapport qui existe entre le produit des trois 
dimensions du parallélépipède inconnu et le produit des trob 
dimensions du parallélépipède connu ; car autant de fois le 
premier de ces deux produits contiendra le second , autant 
de fois la capacité du parallélépipède donné sera contenue 
dans l'autre. 

Mab pour mesurer l'étendue à trois dimensions , il faut 
avoir une unité de volume. Cette unité est arbitraire comme 
toutes les autres; mais il convient qu'elle soit en harmonie 
avec f unité de surface et l'unité linéaire.: c'est pourquoi Von 
prend ordinairement le mèire cube, c'est-à-dire un cube dont 
l'arête a un ipètre de longueur. Alors si l'on mesure la lon- 
gueur des trois arêtes contiguës d'un parallélépipède rectangle 
avec le mètre , et qu'on fasse le produit des trois nombres 
obtenus , ce produit exprimera le nombre de fois que le mètre 
cube est contenu dans ce parallélépipède et sera sa mesure. 

On peut, au reste , rendre cela très sensible par une cons^ 
truction fort simple. 
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Soit un parallélépipède rectangle AG (fig. 3gi ) ; supposons 
que ses arêtes aient les longueurs suivantes : AB = g"*, 
AD = 5*, AM = 7" , et qu'on les divise en parties égales à un 
mètre. Si par les points de division de chaque arête on mène 
des plans parallèles au plan des deux autres , on divisera le 
parallélépipède donné en petits cubes ayant un mètre de côté, 
c'est-à-dire en unités de volume. Or, l'arête AB contenant g*", 
et AD 5"* y la base A6GD contiendra 5X9=4^ petits 
carrés d'un mètre, qui serviront de bases respectives à 
45 cubes. Mais au-dessus de cette rangée de 45 cubes il y en 
aura une autre , au-dessus de cette seconde une troisième, et 
ainsi de suite jusqu'à la base supérieure; en sorte que nous 
aurons autant de rangées de 45 cubes qu'il y aura de mètres 
dans U hauteur AM , c'est-à-dire 7 ; ce qui donnera donc 
45 X 7= 3i5 mètres cubes pour la mesure du parallélépipède 
donné. 

Maintenant que nous savons mesurer un parallélépipède 
rectangle , et que nous connaissons les relations qui existent 
entre celui-ci et un parallélépipède quelconque , il sera facile 
de trouver la mesure de tout prisme. 

THÉORÈME VII. 

480. Le volume dun parallélépipède quelconque a pour 
mesure le produit de sa base multipliée par sa hauteur* 

En effet , nous avons vu qu'un parallélépipède AH (fig. 892) 
quelconque e&t équivalent à un parallélépipède rectangle AM 
de base équivalente et de même hauteur. Or, si ces deux par* 
rallélépipèdes sont équivaléns en volume, leur mesuie doit- 
être exprimée par le même nombre. Mais le produit de AB 
par BP donne aussi bien la surface du rectangle ABPQ, que 
celle du parallélogramme ABGD ; et ce produit multiplié par 
\d^ hauteur commune PM exprimera également la mesure du 
parallélépipède rectangle AM> ou bien celle de l'oblique AH. 

Donc tout parallélépipède a pour mesure le ptoduit de sa 
base par sa hauteur. 
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THÉORÈME'VUI. 

481. Ltvobane d^un prisme quelconque a pour mesure le 
produit de sa base par sa hauteur^ 

Nons avons vu qa'an prisme triangulaire ( n^ 474) ^^ ^ 
moiUë d'un parallélépipède de même hauteur et d'une base 
double. Ainsi le produit que fournira la base du prisme 
mijillipliée par la hauteur commune sera la moitié du i»t>duit 
que donnerait la base du parallélépipède multipliée par cette 
même hauteur. Or, puisque le dernier produit est la mesure 
du parallélépipède , il faut que le premier soif celle du prisme. 
Donc la mesure d^un prisme triangulaire s'obtient en muhi-- 
pliant la surface de sa base par sa hauteur. 

Observons maintenant qu'un prisme quelconque est divi- 
sible en autant de prismes triangulaires que le polygone de 
sa base contient de triangles , et que chacun de ces prismes 
partiels aiira pour mesure le produit de sa base par sa hau- 
teur. Mais comme fous les prismes auront même hauteur que 
le prisme total, il est évident que la somme de toutes les 
bases triangulaires , ou bien la surface du polygone qui sert 
• de base au prisme donné , multipliée par la hauteur com- 
mune, donnera la somme des volumes de tous les prismes 
triangulaires , et par conséquent ce sera la mesure du prisme 
polygonal. 

Ck)ROLtAiBE i**. Il résulte de U que les prismes qui ont une 
même hauteur et des bases équivalentes sont égaux en^olnme. 
Ainsi un prisme triangulaire sera équivalent à un prisme poly- 
gonal de même hauteur , dès que 'le triangle qui sert de base 
au premier aura même surface que le polygone qui sert de 
base au second. 

On peut donc , d'après ce principe , construire un prisme 
triangulaire équivalent à un prisme polygonal donné. 

CoROtLAitiE 2. Deux prismes qui ont même hauteur sont 
entre eux comme leurs bases , et deux prismes de même base y 
ou de bases équivalentes, sont proportionnels à leurs hauteurs. 

Scolie. Puisqu'un prisme oblique (n^ 4?^) est équivalent à un 
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prisme droit qui aurait mêmes arêtes latérales et dont la base 
serait une section faite perpendiculairement à ces arêtes , on 
|>eat àitiê eiïcore que iet^àlume d*an prisme ofaiique a pour 
mesure le produit de la section perpendiculaire à ses aiètea 
latérales par la longueur de l'une d'elles. 

THÉORÈME XI. 

482.1 Le volume, dun cylindre droit a pour mesure lepro^ 
duit de sa base par sa hauteur ou par son axe, 

£u effet., un cylipdre droit n'est autre chpse qu'un prisme 
régulier d'une infinité de faces ; ainsi il devra être mesuré 
d'après le même principe, c'est-à-dire par le produit de sa 
base multipliée par sa hauteur. 

£n appelant R le rayon de la base d'un cylindre droit, et H 
sa hauteur, on aura pour son volume l'expression suivante 

Scolie, Si le cylindre était oblique on obtiendrait sa mesure 
en multipliant la section AB (fig. 354) 9 faite perpendiculaire*- 
ment à son axe XT par cet axe lui-même. 

Volumes de la pyramide et du cône. 

THÉORÈME I". 

4^3. Deux tétraèdres qui ont des bases équivalentes et deé 
hauteurs égales sont équivalens. 

Soient les deux tétraèdres S, S'(fig. 898 ), dans lesquels 
on suppose les bases ABC et à!WG équivalentes , et les hau- 
teurs SP, S P' égales. Divisons chacune de ces hauteurs en un 
même nombre de parties égales , et par les points de division 
menons des plans parallèles aux bases 4^^ tétraèdres ; les 
sections déterminées par ces plans seront des triangles respec-* 
ti veinent semblables aux bases ( n® 389) , et il est facile de se 
çonvainicre en outre que les sections situées dans l'une et 
l'autre figure , à la m^ne distance des bases seront , comme 
ces bases , équivalentes entre elles. 
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En eSetj supposons que les deux sections MNO et ITH^i' 
soient également éloignées des bases, c'est-à-dire que 
SD t=: S'D' , puisque le plan MNO est parallèle à ABC , les 
triangles ABC, MNO sont semblables , et l'on a (n"" 38g) 

ABC : MNO :: âbTmn ::~sp : sd.* 

De même, puisque les triangles A^B'C% M'N'O' sont sem- 
blables, on aura aussi 

Ma'is, par hypothèse, ABC = A'B'C^SP = S'F, SDssS'D'. 
Donc , en comparant les proportions ci-dessus , il faudra que 
Ton ait aussi MNO = M'N'O' : donc Les sections sont équi- 
valentes chacune à chacune. 

Gela posé, Içs tranches comprises entre ces diverses sec-^ 
tionssont des troncs de pyramide; et conune on peut sup-- 
poser que les sections soient infiniment rapprochées , c'est-à- 
dire que les hauteurs SP, S'F, soient divisées en une infinité 
de parties égales ; alors ces troncs pourront être considérés 
comme de véritables prismes : caries deux bases auront entre 
elles une différence plus petite que toute quantité assignable. 
Mais cesprismes limites , comparés chacun à chacun d'une 
figure à l'autre seront équivalens, car ils auront des hauteurs 
égales et des bases équivalentes ; ïonc on peut considérer les 
deux tétraèdres S, S' comme formés d'un même nombre 
d*élémens équivalens chacun à chacun : par conséquent ces 
tétraèdres ont même volume. 

CoBOLiAiEE i*'. Deux tétraèdres symétriques sont équi^ 
valens. 

CoRouAHUc 2. Si l'on mène par le sommet S (fig. 394) d'un 
tétraèdre une ligne ou un plan parallèle à la base ABC., et 
que par un point S' de cette ligne ou de ce plan on mène des 
droites S'A, S'B^ S'C aux sommets de la base, on formera 
lin autre tétraèdre S' ABC équivalent au premier , car ils au.- 
ront même base et même hauteur. 
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THÉORÈME n. 

4B4. Un tétraèdre est le tiers d'un prisme triangulaire de ' 
mime base et de même hauteur. 

Soit le tétraèdre SA6G (fig. 895) ; par les sommets B et G 
menons les lignes BG, CH égales et parallèles à l'arête AS» 
joignons les extrémités G et H entre elles et au sommet S, 
^our achever le triangle SGH égal et parallèle à ABC, et dé- 
terminer ainsi le prisme trîangulaire AH. 

Par cette construction nous aurons formS une pyramide 
quadrangulaire SBCHG , qui pourra être divisée par le plan 
SGC, en deux tétraèdres équivalens SBGG etSGGH. En effet, 
xes tétraèdres ont d*es bases BGGet GGH égales comme moitiés 
d'un même parallélogramme BH , et même hauteur , car ils 
ont le sommet S commun ; ils ont donc même volume. Mais 
les deux tétraèdres SABG et SGGH sont auèsi équivalens , car 
si l'on prend dans ce dernier SGH pour sa base et t! pour son 
isommet , le tétraèdre GSGH aura même ba.se et même hauteur 
que SABC. Donc les trois tétraèdres SABC , SBGG, SGGH sont 
équivalens entre eux, et chacun d'eux est le tiers du prisme AH. 

Un prisme triangulaire peut donc être considéré comme 
Tormé de la réunion de trois tétraèdres équivalens , et c'est 
ce qui est rendu sensible par la 6gure ombrée. 

THÉORÈME III. 

485. Toute pjrramîde est le tiers d'un prisme de même 
base et de même hauteur. 

On sait qu'une pyramide quelconque est décomposal^le en 
autant de tétraèdres que le polygone de sa base contient de 
triangles. Si donc sur la base d'urne pyramide on construit un 
prisme de même hauteur, et qu'ensuite on. divise ce prisme 
en prismes triangulaires et la pyramide en tétraèdres , . ces 
pyramides et ces prismes partiels seront en nombre égal à 
celui des triangles de la base , et chacun de* ces triangles ser«- 
vira de base commune à un prisme et à un tétraèdre ; d'ail» 
leurs ils auront tou$ même hauteur que la pyramide donnée. 
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Donc chaque tétraèdre sera le tiers du prisme triangulaire 
correspondant, et la somme totale de ces tétraèdres, ou bien 
la pyramide proposée , sera le tiers de la somme totale des 
prismes triangulaires ou du prisme total. 

CoHOLLAiRE 1^. Deux pyramides qui ont même hauteur et 
des bases équiyalentes , sont équiTalentes. 

GoROLLAiEE 2. Deux pyramide» qui ont même base et les 
sommets situés sur une même ligne on sur un même plan pa- 
rallèle à cette base sont équivalentes , car elles sont l'une et 
l'autre le tiers de deux prismes équivalens. 

THÉORÈME IV. 

486. Vn cône est le tiers dun cylindre de mime base et de 
même hauteur, 

€ette proposition résulte évidemment de ce que le cône est 
à la pyramide ce que le cylindre est au prisme. Ainsi , de 
même qufune pyramide est le tiers d'un prisme de même base 
et de mjème hauteur , de même un cône sera le tiers d'un 
cylindre de même base et de même hauteur. 

THÉORÈME V. 

487. Le volume dune pyramide quelconque a pour mesure 
le tiisrs du produit de sa base par sa hauteur. 

Puisqu^il est démontré que lé volume de toute pyramide 
est le tiers de celui d'un prisme de même base et de même 
hauteur, il est bien évident que le tiers du produit qui me— 
sure le prisme doit mesurer la pyramide. 
THÉORÈME VI. 

468. Le 'vaiume iun câ/ie a pour mesure le tiers du pro^ 
duit de sa base par sa hauteur. 

Car le prodmt de la base par la hauteur d'un cône donne 
la mesure d'un cylindre construit sur cette base et cette hau- 
teur y lequel est triple du cône ; donc le tiers du même pro» 
duit sera nécessairement la mesure du cône. 

Soit R le rayon de la base, H la hauteur , on aura pour l'ex- 
pression du volume du cône j^R* X H. 



Digitized 



by Google 



CHAPITRE IV. 319 

Folumes des troncs de prisme^ de cylindre, de 
pyramide et de cône. 

THÉOBÈME 1«^ 

489. Toui tronc de prisme triangulaire est équivalent à 
trois tétraèdres qui ont pour base commune une des bisses 
du tronc f et pour sommets respectifs les trois sommets de la 
base opposée. 

Soit le tronc ABCDGH.(fig. 396); par les sommet» A, 
D , G « faisons passer un plan qui détiicheca d'abord le tétraèdre 
DABG y lequel aura pour baSe la base inférieure ABC du tronc y 
et pour sommet un des sommets D de la ba^e supériçiire ; 
le reste sera une pyramide quadrangulaire DAHGC, qjui poiirra 
être divisée en deux tétraèdres par le plan DHC ; mfii^ comme 
Tarète DBest parallèle au plan AHGC, on peut transporterie 
sommet commun D en B, et les deux tétraèdres DAHC, DHGC, 
seront remplacés par les deux autres tétraèdres 6AHC, BIIGC, 
qui, ayant mêmes bases et même hauteur que les premiers , 
leur seront équivalens* 

Mais BAHC petit être considéré comme ayant pour base 
ABC et pour sommet H ; d'un autre côté BHGC, dont H 
peut être le sommet et le triangle BGC la base, pourra , en 
transportant le sommet H en A , être transformé en un autre 
tétraèdre ABCG, dont ABC serait la base et G le sommet ; 
donc on aura troi» tétraèdres ayant pour base commune ABC, 
et pour sommets respectifs D, H, G. 

Corollaire. Un tronc de prisme triangulaire sera donc e'qni- 
valent à un prisme qui aurait pour basç une d^ bas/es du 
tronc, et pour hauteur le tiers de la somme des perpendicu- 
laires abaissées des trois sommets opposés. sur le plan de cette 
base. 

P^r suite, un tronc de prisme quelconque ,e$t équivalent 
à un prisme qui aurait même base, et dont la hauteur serait 
le quotient de la somme des perpendiculaires abaissées des 
sommets opposés sur cette hase , divisée par leur nombre*. 
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THÉORÈME II. 

4go. Tout prisme tronqué est équivalent à un prisme droit 
qui aurait pour base la secUon faite perpendiculairement aux 
arêtes latérales , et pour hauteur la moyenne longueur de ces 
arêtes. 

Jtsuffit de démontrer ce théorème poar un tronc de prisme 
tjrîangiilaire , car il est facile de l'étendre ensuite à on prisme 
quelconque. 

Soit donc le tronc triangulaire ABGXjH (fig. 897 ) ; pro- 
longeons ses arêtes latérales d'un même côté, et coapons-les 
par un plan peipendiculaire MNP y nous aurons alors deax 
troncs de prismes droits MNPBGA et MMPDGH , dont la difié^ 
rence sera le tronc donné. 

Mais, d'après le théorème précédent , ces troncs foomiroot 
les égalités suÎTantes : 

MNPBCA = MNP X 1 (MA + NB + tC), 
MNPDGH = MNP X i (MH + ND + PG); 

et en retranchant ces égalités Tune de Tautre, nous aurons 

MHPDGH-MHPBCA=MHPx ^ (MH+ND+Pfr-MA-NB-PC), 

ou bien 

ABCaXîH = MNP X i (AH + BD + CG). 

Mais comme un tronc de prisme quelconque est décorapo' 
sable en troncs triangulaires, le* principe ci-dessus sera ap- 
plicable à tous les cas. 

Scolie. Si le tronc de prisme AH ( fig. 398 ) appartenait à 
un prisme régulier , l'axe de ce tronc serait alors la moyenne 
longueur de ses arêtes , en sorte qu'on peut dire qu'un tronc 
de prisme régulier est équivalent à un prisme qui aurait pour 
base la section perpendiculaire à ses arêtes , et pour hau- 
teur l'axe de ce tronc. 

^gi. Fat suite , un tronc de cjUndrekJA (fig. Sgg) esê éqm^' 
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vahni à un cjrlindre qui aurait pour base le cercle BD déter-* 
miné par un plan perpendiculaire à F axe , ei pour hauteur 
cet axe AS. 

Il résulte de là que- si par les extrémités de Taxe AH d'un 
tronc de prisme régulier ou d'un tronc de cylindre on mène 
des plans perpendiculaires à cet. axe, on formera un pfisme 
ou un cylindre équivalent au tronc. 

THÉORÈME III. 

492- Le volume dtun ironc de prisme quelconque a pour 
mesure le produit.de la section faite perpendiculairement à ses 
arhtes latérales , par la longueur moyenne de ces arëies. 

Gela résulte du tbéorèi]cie précédent, car le produit indiqué 
est la mesure d'un prisme équivalent an tronc donné , et doit 
iobé être aussi celle de ce tronc. • / 

Si le- tronc était celui d'un prisine régulier ^ alors on obtien- 
drait sa mesure en multipliant sa section perpendiculaire 

nar son axe. 

THÉORÈME iV. 

493. Le volume d'un ironc de cjrlindre est égal au produit 
d^une section perpendiculaire à son axe par cet axe lui" 
même. 

Même raisonneinent que pour le prisipe. 

THÉORÈME V. 

494» ^out tronc de pjrramides à bases parallèles est équi- 

valent â trois pjrramides qui auraient pour hauteur commune 

la hauteur du tronc , et pour bases respectives la base itrfé" 

rieure du tronc , sa base supérieure , et une moyenne propor" 

ionnell^ entre ces deux bases , 

Il 8u0it de démontrer la -proposition pour^un tronc d-e 
pyiïikârde triangulaire. 

Soit donc le tronc ABGDGH (fîg. 4oo ) dans lequel les bases 

sont parallèles. Par les points À, D, G faisons passer un plan 

qui détachera le tétraèdre DABG dont la base est la base 

nférieure du tronc , et qui a même hauteur que lui. Gondui- 

21 
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MUK eo^mtc UB second pkn AOG ipii diviifn. la pyrtnlde 
qaaArangulaîre reaUateéa detuaaUes téCraUre^; ron AHDG 
qui aura pour haateor celle du tronc et pour base sa base 
supérieure ; Tantie DAGG , qjÊe non» ponrons transformer de 
la manière soivanie : 

Soit menée dans la lace BDGC la li^pie DM paraliae à 6C, 
et par conséquent un plan AHGG; le sommet D pourra étr« 
transporté en N sans que le Tolume du tétraèdre DAGG, devenu 
MAGG , ait été altéré. Mais alors AMG peut être .pris pour la 
base de ce tétraèdre , et G pour son sommet ; donc ce troisième 
tétraèdre aura encove la hauteur du trontc. Mais voyons ce 
qu*est sa base AMG. Pour cela , menons MN parallèle à AB, et 
par conséquent à DH, alors le triangle CMN^rHIXyy tar 
GM = GD, et leurs angles sont égaux ehacun à diacun. Or 
( n"* 3o4 ) le triangle AMG est moyen proporttoniiel entre GMN 
et GBA > ou bien entre ABG et HGD. Donc enfin la proposi* 
tion énoncée est démontrée dans tous ses points» 

Pour un tronc de pyramide quelconque , le théorème est 
donc aussi vrai ; car ce tronc pourra être divisé en plusieurs 
troncs de pyramide triangulaire pour chacun desquek la pro- 
position existe. 

CoaoLLAiiUE. En nous appuyant toujours sur l'analogie; 
nous dirons qu'un tronc de cône^ bases parallèles est équiva- 
lent à trois cônes qui auraient même hauteur que le tronc , et 
dont les bases respectives seraient sa base inférieure , sa base 
supérieure et une moyenne proportionnelle entre ces deux 

bases. 

THÉORÈME VI. 

495. Le volume d'un tronc de pfmmide à bases pùraUktes 
if, pour mesure le tiers du produit de sa hauteur multipléepar 
la somme de ses deux bases et itune mojrenne proportêonnelie 
entre elles. 

Cat ce $ronc est équivalent à trois pyramides qui ont pour 
hauteur la hauteur du tronc , et pour bases respectÎTes les 
bases indiquées. 
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4961. CéftouUmÉ. lyemèméuhiraHoéécdrusàbasêipar^^lMai 

aura pour mesure le tiers du produit dé sa haatêur paria 

somme de ses bases et d'une mojrenne proportiormeUe entre 

eUes, ~ , ' 

Soit H la hauteur du tntc êxk cdne, R le rajoh de là base 
inférieure, r cd»i de la ba^e «upériettro, on aura pour k 
rayon de la base moyeâtie ptopdrtioiinellel/ RX^S et potl» 
le volume. ffr(R*+r»+rxR)XH. 

497. Si Ton voulait estimer en général 1er volume engendré 
par la révobition d'une portion de polygone autour d'un axe 
fixe, on observerait ;C[ue le corps ainsi produit serait composé 
d'une réunion de troncs de cône , et l'on calculerait le volume 
de cbacun d'eux. 

Mais il est quelques cas particuliers qui méritent d'être exa- 
minés avec détail par l'importance des résultats qu'ils four- 
nissent. 

f^olume de la sphère. 

THBOaÈME V». 

498- ^ volume engendré par la rês^olution éCUn triangle 
tournant autour d'un axe qui passe par son sommet, a pour 
mesure te tiers du produit obtenu en multipliant là surface que 
décrit la base du triangle, par la hauteur de ce triangle. 

Cette proposition nous . préseiate trois è^ â examiner selon 
que l'axe de révolution est un côté du triangle, ou bien, 
que cet axe étant extérieur au triangle , sa base est inclinée 
sur cet axe ou Im est para,llèlet 

i«' Cas. Soit k triangle CBA (fig* 401 ) tournant autour de 
CA*, si l'on abaisse la perpendiculaire BD sur CA , on verra 
facilement que l'espace engendré parle triangle est composé 
de deux cônes ayant pour base commune le cercle dpQtBD 
est le rayon , et pour hauteur respective CD et AD, on aura 
donc ' • 

voK CBA = \ irBD' X AD + isrBD' x CD = ^ «rBD x CA. 

Mais nous avons ru que la surface latérale d'un cône et la 
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8iir£su:e de sa base sont entre elles comme Uarète est au rayoa 

de cette base , ainâ nous aurons . 

surf. AB : cercle BD :: AB : BD; 

et si Ton abaisse €P perpendiculaire sur AB , on aura deux 
triangles rectangles APC , ADB , qui ayant un angle aigu com- 
mun seront semblables et donneront 

AB : BD :: AC : cp. 

Par conse'quenty 

surf. AB : cercle BD :: AG : CP; 
d'où 

surf. AB X CP = cercle BD X AC = wiD X AC : 

donc enfin y 

volume CB A = fsurf. AB x CP. 

Ce qui prouve que le volume engendre' par le triangle CBA 
a pour mesure le tiers du produit de la surface décrite par sa 
base AB , multipliée par la hauteur CP de ce triangle* 

2* Cas. Si. le triangle est dans la position CBA ( fig. 4^2), 
telle que sa base AB suffisamment prolongée rencontre Taxe 
CN en N , on aura évidemment 

, vol. CBA = vol. CBN — vol. CAN, 

et par conséquent 

vol. CBA = i surf. BN X CP — surf. AN X CP 
=: • CP (surf. BN — surf. AN), 
= Jsurf. BA X CP, 

résultat conforme à celui du premier cas, 

3" Câs. Si la base AB (Gg, 4^^) ^^ triangle est parallèle à 
Taxe NM, on aura 

vol. CBA = vol. ANMB — vol. CNA — vol. CMB. 
Mais le volume ANMB sera un cylindre , et les volumes 
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GNA et CMB seront des cônes qui auront des bases égales ^ 
celle du cylindre, car la perpendiculaire AN = PC = BM, 
ainsi l'on aura 

vol. CBA = x.CP X NM — Jx.ÇP X NC — i.-.CPV CM 
= ^P.NM — ^ «CP X NM = f *CP X NM. 

Mais on sait que la surface latérale d'un cylindre est à la 
surface de sa base comme le double de sa hauteur est au 

rayon de cette base. Ainsi , en observant que s-.CP est la sur- 
face de la base du cylindre ANMB ^ on aura 

surf. AB : sr."cP :: aNM : CP, 
d'où 

25rCP* X NM = surf. AB X CP. 

Mab alors la valear ci-dessus deviendra enfin 

vol. CBA = ^surf. AB X CP. 

Donc 9 dans tous les cas , le tiers du produit de la surface 
engendrée par la base AB du triangle , multipliée par sa hau- 
teur CP est la mesure du volume engendré. 

THÉORÈME II. 

499. Lg volume engendré par la révolution éCun demi-^ 
polygone régulier autour de son diamètre , a pour mesure le 
tiers du produit de sa surface par le rayon du cercle inscrit. 

En effet, d'après le théorème précédent, le volume engen- 
dré par chacun des triangles CAD, CDG, CGH. . . (6g. 878), 
aura pour mesure le tiers du produit de la surface décrite 
par la base correspondante , mallipriée par la perpendiculaire 
abaissée du centre C du polygone sur cette base ; mais tous 
ces triangles seront isoscèles et auront le centre C pour sommet 

commun ; et de plus les perpendiculaires CM^ CN, CO y 

seront égales au rayon du cercle inscrit. .Ainsi ^ Ton aura la 
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tuile dès é^^lités 

vol. CAD s= J surf. AD X CM, 
vol. CDG = \ surf. <DG X CM, 
voL C6H = \ twtt 6H X CM, etc. 

Donc, 

vol. CADGHLKB ^ \ surf. ADGHLRB X CM. 

Mais la surface engendrée est égale à la circonférence du 
cercle inscrit multipliée par Taxe AB (n^ 4^1 }; donc 

\ surf. ADGHLBLBxGM = \ (a«€MxAB}xCM =B|5rCMxAB. 

Si Ton n'avait à considérer que le volume engendré par une 
portion ADG du polygone régulier, on trouverait de même 

. vol. CADG = \ «GM*X AG, 
vol. CGHL== I jfCM*X GL. 

THÉORÈME III.. 

5op. Le volume dune sphère a pour mesure le tiers dupro^ 
duit de sa surface par son rajron. 

* £n effet , une sphère est produite par la révolution d'un 
demi--€ercle , c'est-à-dire d'un demi-»polygone régulier d'une 
infinité de côtes ; ainsi , le principe du théorème précédent étant 
applicable à un polygone d'un nombre quelconque de côtés, le 
sem aussi à la sphère*. ' 

Mais la surface de la sphère vaut quatre grands cercles, ou 
bien 4srR* (R étant son rayon) ; donc ^on volume sera exprimé 
par 

4*R» X ^R =:4rR3, 

Au reste , la formule trouvée ci-dessus | srCM X AB conduit 
au même résultat; car, dans le cas de la sphère, on aura 

AB = aCM et CM = R. Ainsi, la formule f «CM*X aCM ,. 
devient 

î^rR» X 2R = f »R^ =» 4rR* X iR, 
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c'est*à«dire que le volume de la êpbère a pour mesure lepro^ 
duit de sa surfç^e par kiiers de son r^on, 

Scolie. Une sphère est donc équivalente à un cône ou à une 
pyramide qui aurait une base équivalente à la surface de cette 
sphère , et pour hauteur son rayon. 

5oi. Oq peut aussi arriver au même re'sultat par une autre 
considération. 

Nous avons dit que la surface d'une sphère pouvait être 
considérée comme une ^uite infinie de petits polygones recti- 
lignes, et son votiïmé comme la réunion d'un nombre infitii 
de petites pyramides ayant toutes pour hauteur commune le 
rayon de cette sphère. Mais' chacune de ces pyramides aura 
pour mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur, et 
leur ensemble, c'est-à«-dire, la sphère, aura donc pour mesure 
sa surface multipliée par la tiers de son rayon. 

Par un raisonnement semblable nous prouverons que le vo- 
lume d'un secteur sphéfiquç, ou biçn d'une pyramide sphé- 
rique , a pour mesure le tiers du produit de sa base par le 
rajron de la sphère. 

On voit de même que le volume d'un segment sphérique à 
une base , peut s'obtenir en retranchant du voliime du secteur 
correspondant celui du cône qui aurait son sommet au centre , 
et dont la base serait celle du segment; quant ^ au segment à 
deux bases , ce serait la différence de deux segmens à une base ; 
mais, au reste, on peut avoir une autre expression de cette 
mesure. 

THÉORÈME IV, 

Son, te volume engendré par un segment de cercle ANB 
autour dun axe fixe passant par le centre C de ce cercle , 
a pour mesure le sixième du produit d'un cercle qui aurait 
la corde AB pour rayon, par la projection DH de cette corde 
sur V axe. 

En effet , si nous joignons les extrémités A e|; B (Sg, 4^4) ^iw 
centre ) et que nous abaissions CP perpendiculaire, sur AB, 



DJgitized'by LjOOQ IC 



Sa8 COURS DE GÉOMÉTRIE, 

BOUS aurons le volume du segment ANS égal à celui du seo 

teur CANB, diminué de celui du triangle GAB.. 

Or , celui de secteur a pour mesure sa surface multipliée par 
le tiers du rayon j ou bien (n^ 499) 

vol. GAWB = I Mi X DH ; 

tandis que le volume produit par le triangle GAB a pour 
mesure le tiers de la surface décrite par AB, multipliée par 
GP, ou bien, 

vol. GABP = fîfGP X DH (n^498); 
donc 

vol.ANBP=: ^^DB (Cï*— g"p*) = |srÏP*x DH^ 

car CA*— Cp'= ÂP; et comme d'ailleurs AP = ^ AB, 

on aura enfin vol. ANBP = J îrÂB*X DH. 
Ge qui est l'expression de Ténoncé ci-dessus. 

5o3. ScoUe. Si la corde AB était parallèle à Taxe GX, la 
projection DH serait égale â AB, et le volume décrit serait un 
anneau; dans ce cas particulier la formule ci- dessus deviendrait 

— •? > —31 , 

^*s-AB ; et si on. la compare à celle de la sphère | srP^, on verra 
quelapremière^représente une sphère dont AB est Taxe. Car si 

AB est Taxe, on aura R=^ AB et R^ = | AB, et en substituant 
cette valeur de R^ dans f srR^ , on a 



4 



W 



X fAB î= ^*AB = ^»AB. 



Donc le volume d'un anneau sphérique est égal à celui et une 
sphère qui aurait pour axe la corde de Vanneau, 

THÉORÈME V. 

5o4. Le volume dtune tranche ou segment sphérique à deux 
bases a pour mesure la demi-somme de ses bases mulUpliée, 
par sa hauteur, plus une sphère ajrant cette hauteur pour axe ; 
et le volume d'un segment à une seule base est égal à la moitié 
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de cette base multipliée par sa hauteur ^ plu* unesphkre ctjrani 
celte hauteur pour axe. 

£q effet, cqssidérQDs le segment engendré par DANBH 
(fig. 4o4) y il est évident qu'il sera égal à la somme du tronc 
de cône engendré par DABH , et du volume engendré par le 
segment circulaire ANB. 

Or, nous venons de voir que vol. ANB = ^^AB X DH, et 
nous savons que le tronc de cône a pour volume (n® 49^)* 

vol. DABH = i^(ÂD'+ BH*+ AD X BH) X DH| 
donc 
vol. DANBH = iîr(2ÂD + aêH + 2 AD X BH + ÂB ) X DH. 

Mais si l'on abaisse BK perpendiculaire à AD, on aura 
BK ^ DH, BH = DK, AK = AD — BH, 
et le triangle rectangle ABK donnera 

ÏB^ri bE*+ Âk'= DH'+ (AD — BH)*, 
et en développpant 

âb!z=z DH* + ÂD* + BH — 2AD X BH ; 

donc , en substituant ces valeurs dans l'expression ci-dessus , 
on aura 

vol. DANBH = ^«^(3AD* -h 3BH*+ DH'») X DH, 

= MÂdV BH) X DH*+ k^B}; 

Ce qui est conforme à l'énoncé, car ^îr(AD + BH ) est bieii 
la demi- somme des deux bases du segment , DH sa hauteur , 

^t ^ ff-DH une sphère dont le diamètre est DH. 

Si le segment n'avait qu'une base, il faudrait alors faire BH=:0 
dans la formule ci-dessus, et elle deviendrait 

isrÂo'x DH + iirDÏÎ^; 
ce qui est aussi conforme à l'énonce. 
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raÉORÊMË VI. 

So5« L^ volumes de la sphère, du qjrlindre circonscrit et 
d» cône circonscrit sont entre eux comme leurs surfaces. 

Soit R lé rayon de la sphère » aon vohune sera § ;rR^* 

Pour ayoîr celui du cylindre circonscrit , ilfiiut observer que 
la biiie est égale au grand cercle de la sphère » et que sa hauteur 
est î^R, et alors on aiyra srR* X aR = asrR^ pour le volume 
de ce cylindre. 

Quant au côtie circonscrit, nous avons vu (n^ 4^) V^^ ^ 
base était triple du grand cercle de la sphère, et sa hauteur 
triple du rayon de cette sphère ; ainsi l'on aura 

3«rR* X T 3R s= 3îrR' X R = SicKK 

Donc on aura sph, : cyl. : cône :: | : a : 3, 

:: 4 : 6 : 9. 

Donc encore ici le volume du cylindre est moyen propor- 
tionnel entre celui de la sphère et celui du cône. 

5o6. Au moyen des principes que nous avons établis dans 
ce chapitre y nous pourrons mesurer le volume d*un corps 
quelconque ; car tout polyèdre peut être décomposé en par-^ 
lies, dont chacune soit Tun des corps que nous savons mesu-^ 
rer, c*est-;jà-dire en prismes, troncs de prismes, cylindres, 
pyramides , cônes , troncs de pyramides et de cônes , etc. 

En général , on peut diviser un polyèdre en autant de pyra- 
mides qu'il a de feces , lesquelles auront pour sommet commun 
lin point arbitraire choisi dans son intérieur ; et en calculant le 
volume de chacune de ces pyramides , on obtiendra le volume 
total du polyèdre. 

Si l'on voulait avoir le volume d'un polyèdre régulier, .il 
faudrait multiplier sa surface par le tiers du rayon de la 
sphère inscrite, car «e rayon serait la hauteur commune à 
toutes les pyramides régulières qui composeraient )e polyèdre* 

Par conséquent, les volumes des polyèdres réguliers circons^ 
çrits^ une mérne sphère sont proportionnels à leurs surfaces. 
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507. Dans bien des cas l'a^lication de ces principes n'est 
pas commode , parce que beaucoup de corps offrent une forme 
très irrégulielre qu'^l est difficile de ramener à celles dent nous 
avons donné la mesure. * 

CesX ainsi, par exemple , que pour cuber un tas de pierres , 
im monceau de terre , qui ne pte'sentent aucune forme de'- 
teroiUnéey on pourrait d'abord être embarrassé; mais ordi- 
nairement on a soin de disposer ces objets de manière à ce 
qu'ils affejctent un prisme, UAe pyramide ou un tronc de 
prisme. D'ailleurs, on peut aussi supposer des plans sécans 
qui en trayersant ces divers tas , les diTÎsent en un certain 
nombre de polyèdres faciles à mesurer. 

Un opérateur uo^ peu intelligent parvient aisément à se créer 
une marche pour ne pas être entrepris dans ce^ circons* 
tances , d'autant plus que le but de ce genre d'opération n'est 
pasr d'arrJi^er à une exactitude mathématique , mais seulement 
à une estima tipp propor^onnésà l'importance de l'objet. 

508. Cependant , lorsque le corps dont on veut connaître le 
Tolumeh'a pas de gramles dimensions, il exbte un moyen bien 
simple de l'obtenir exactement quelque irrégnlier qu'il 9oit. 

Pour cela , on fdace ce corps dans un vase d'une capa- 
cité facile à calculer ( un cylindre ou un parallélépipède) ; on 
achève de remplir le vase avec de l'eau, si le corps donné est 
insoluble , ou , dans le cas contraii'e , avec du sable ; ensuite 
on retire ce corps ^ on mesure le volume d'eau ou de sable 
resté dans le vase,, on le retranche du volume 'to^l, et la 
différence trouvée est le volume cherché. 

XTest ainsi qu'on peut avoir le volume exact d'une pierre , 
d'un fruits d'une plante , etc. 

Sog. Un procédé analogue doit êtreemf^loyé pour les corps 
liquides, qui par leur nature ont besoin d*être renfermés dans 
des vases. Aussi, pour connaître le volume d'une quantité 
4onnée de liquide , on mesure celui du vase qui le contient ^ 
ou bien on compte combien de fois ce liquide peut rempliis^ 
un vase d'une capacité connue d'avance , et prise pour unité> 
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L'unité de volume adopté pour les liquides est le litre ou ses 
multiples. 

Le litre est le volume d'un décimètre cube , c'est-à-dire la 
millième partie du mètre cube. 

5io. Nous avons établi en principe que nous regarderions 
les corps comme dépourvus de toute matérialité , et cela en 
effet était nécessaire pour faciliter nos démonstrations ; mais 
dans la pratique on ne peut pas se dispenser d'y avoir égard , 
puisque le poids d'un corps est souvent la qualité d'où dépend 
son importance. 

Le poids des corps' s'estime avec des inatrumens que tout 
le monde connaît , mais dont la théorie n'est pas du ressort de 
la Géométrie élémentaire. Il nous suffira d'indiquer ici que 
l'unité de poids est le gramme, c'est--à-dire le poids d'un cen- 
timètre cube d'eau pure. Dans l'usage ordinaire , on emploie 
conune unité le kilogramme , ou mille grammes , qui se trouve 
le poids d'un décimètre cube , ou d'un litre d'eau pure. 

5ii. Les divers corps ont des poids très différens y qui ne 
sont point du tout proportionnés à leurs volumes; maison 
conçoit combien ce serait avantageux si cette proportionnalité 
existait : car on pourrait alors déduire le poids d'un corps de 
sa capacité , et réciproquement. 

Cependant on est parvenu , par un moyen ingénieux , à apla- 
nir presque cette difficulté. Ce moyen consiste à calculer le 
rapport. qui existe entre les poids de tous les corps de nature, 
diffe'rente, ramenés à un même volume, c'est-à-dire leur 
densité. 

Pour cela on choisit un terme de comparaison ( ordinaire- 
ment l'eau) ; on prend un volume déterminé de chaque corps ; 
on le pèse bien exactement ; on divise le poids obtenu par 
celui d'un même volume d'eau , et les quotiens successifs ex-* 
priment les densités de ces divers corps. 

C'est ainsi qu'on a dressé le tableau suivant , dans lequel le 
poids de l'eau est pris pour unité. 
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TABLE 



De la densité des dwers corps. 



ISOMS DES SUBSTANCES. 



■ . -il 

SSIfÉS. I 



DENSITÉS 



Eau distill<éc à latempéfatiire de -f-4®, !.. 

Platine - 

Or 



, / lamine. 
• l forgé. 



Mercure. 
Plomb.. 
Argent. . 
Cuivre. . , 
Laiton. 

Fer 

Étatn 



{fondu . 
forgé. , 



Zinc , , 

Carbonate de chaox cristallisé. 
Craie . 



Marbre ^ 

Porphyre , , 

Granit , 

Snlfale / f ^^^"^ ^P^^J • • 

i de baryte (spath peaant). 

Terre glaUe 

Grès.., 

Silex 

v-' { bniv:::::::::::::::::: 

Cristal de roche 

Diamant •....• 

Salpêtre. 

Sel commun '..,.•:•, 

Soufre 

Cire ; 

«''^- {[«'!::::::::::: 

hêtre 

sapin ;'...., 

Liège. • 

Eau de mer 

Alcool absolu •...., .*.% , . . . . 

lluile d'olive 

Globe terrestre ( densité moyenne j . 



{dcc 
de) 
dc( 



-ItOOOO 

a3,66go 
20,3376 
19,2561 
13, 586 
fi,36aB 

6,778 
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Pour comprendre Tusage de ce tableau , il faut se rappeler 
qu'un décimètre cube d'eau pèse un kilogramme , et que 
Veau, est prise ici pour unité , et observer que si Ton multi*- 
pKr k BOBàhM de décimètres cubes trouvés dans le volume 
d'un corps pttr ladrafiUé de ce corps on aura le nombre de 
kilogrammes qui constitnK «on p€>ids. 

Ainsi , un mètre cube de plomb , oq miUe décimètres cubes 
pèserait looo X 1 1 ,3523= 1 1352*,3. 

PROBLÈMES RELATIFS A LA MEStJRE DES VOLtflWS. 

5 12. L'application ^es. principes que nous avons établis 
dans ce quatrième chapitre y constitue l'art de cuber les corps; 
art très simple , qui se réduit à mesurer des longueurs et à 
effectuer sur les nombres trouvés les diverses opérations de 
l'Arithmétique. Cependant , pour ne laisser aucune incer- 
titude à ce sujet , nous allons nous proposer de résoudre quel- 
ques iMioblèmes. 

PROBLÈME !•'. 

5i3. Un appartement a 12"*, 5 de longueur. S" de largeur 
et 3"', 2 de hauteur j on demande sa capacité. 

La fotme ordinaire d'un appartement est un parallélépipè(k 
rectangle ; ainsi y nous regarderons les dimensions données ci- 
dessus comme les longueurs des trois prêtes contig^ës d'un 
pareil paralléléjÂpède , et leur produit expiîmera son volante ; 

V = 12,5 X 5 X 3,2 =? 200 mètres cubes. 

Si l'on voulait savoir combien cette salle contiendrait de 
litres d'eau , il faudra se rappeler qu'un mètre cube iienferme 
mille décimètres cubes ou mille litres, et l'on serait conduit 
à multiplier 200 mètres cubes par 1000, ce qui donnerait 
aooooo litres d'eau, qui pèseraient 20.00Q0 kilogrammes. 
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PROBLÈME II. 

Si 4* Qu^i est le volume et le poids duitMoc de marbre 
qui 41 1*^^711 de longueur, i^^ioS de largeur ei ••,685 d^é^ 
paisseur ? 

Son Yotisme sent le produit de cer MWfKmensions / 

1,72X1,03 X 0,685s» r*,2i34 mètres cubes, 

ou bien I2i3,4 décimëlivs cubes ; eu sorte que ce même vo«- 
lume d'eau pesenûi iai3'''^4' mais, comme la densité du 
marbre est a, 517 ( voj'ez la Table } , le bloc pèsera 

I2i3,4xa,7ï7 = 3296*",8. 

PROBLÈME m. 

5i5. On veut faire creuser unjossé de 1 72"* de longueur, 
S^ de largeur et 3"* der profondeur ) on demande ce que coûtera 
ce travail à raison de 3^ 75*^ le mètre cube. 

Ce fosse présente un parallélépipède dont le volume sera 
17a X 5 X 3.= a58o mètres cubes. Ainsi, le montant est 
a58o xi,^S=^']5f. . 

PROBLÈME IV. 

5i6^ Vne caisse a i",4 de longueur, o",75 de largeur^ et 
o* 5 'de hauteur ; on veut diminuer sa largeur de Oy^3 et aug» 
mentet proportionnellement sa hauteur pour que son volume 
ne^ Mange pas ; quelle sera cette nouvelle )iauteur? 

Le volume primitif de cette caisse est 

1,4X0,75X0,5 = o"',525 décimètres cubes ; 

maïs comme sa largeur doit être réduite à 0^76 — o"',23=o**,5^, 
sa hoiiVelle base contiendra i , 4 X o , Sa = o , 728 , et cette base 
multipliée par la hauteur cherchée h doit donner le ^iiêmcvo- 
lume que ci-dessus ; c'est-à-dirè que Ton aura \ 

^ , !.. *- %# ^ 1 o,525 ^. 

0,728 X A = o>525; dou^ = j--^ = 0*,72ï. 
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PROBLÈME V. 

517. Un rouleau de bois de sapin a une longueur de 
2", 5 et un diamètre de o^3 ; on demande son i)Qlume et son 
poids. 

Pour cuber ce cylindre., il faut d'tbord calculer la surface 
de sa base et la multiplicfr ensuite par sa bauteur. 

Ainsi , son diamètre étant de o"',3, son rayon sera de 0, f5 
et la surface de sa base vaudra sr^o, iS)' ; par ccmaëquent son 
volume est 

«(o,i5)*X 2,51=0,1767 = 176,7 décimètres cubes; 

ce qui ferait 176^^97 si le sapin pesait autant que Teau; 
mais, comme sa densité n'est que o,^5, son poids réel sera 
exprimé par 

i76,7X o,55 = a7*",i85. 

PROBLÈME yi. 

6i8. On demande le nombre de mètres cubes' de maqon^ 
nerie que contient une tour dont la hauteur est de 19*", 4, Fé^ 
paisseur Je o" , 5 , e/ le rajron intérieur Je i " , 3. 

La maçonnerie de cette tour est évidemment la différence 
de deux cylindres de même bauteur que cette tour , et qui 
auraient pour rayons de leurs bases respectives ^i"» ,8 eÇ i" ,3 ; 
ainsi elle qera exprimée par. la formule 
T = Wi ,«)> ^ ^<i ,3nx 19,4=^(1 ,8/-;-(i ,3r]x 19.4 

=9495 mètres cubes. ; 

^ PROBIJÈME VIL . 

519. Trousser Je volume d*un prisme triangulaire tronqué 
dont les arêtes AH = 9*", 25, BG= lo^joS et CD=;=: i3",46 
(fig. 4^7) 9 ^^ dont les distances respectives de ces arêtes sont 
MN = 4«,5, M0=2"',8, ON = 3'«,25. 

Avec les longueurs MN, MO, ON, construisez un triangle 
qui sera la section perpeudicutaire ai^?L arêtes, et calculez sa 
surface, qui vaudra 49^4 ii^ètres carrés; d'un autre côté, 
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{>reneE la moyenne longueur des arêtes latérales , qui sera 

(9,25 + io,oS + i3,46) 3a,36 

-3 = -_i_ — to>«,9i, 

et TOUS aurez pour le volume cherché 

4>64 X 10,92 = 5o«,67 mètres cubes. 
Observons qu'il ne serait {ms nécessaire de connaît^ les lar- 
geurs MO et NO, si l'on pouvait mesurer la perpendiculaire 
abaissée de l'arête BG sur le plan de la face AMDC, ce qui e« 
souvent fiicile dans la pratique. 

PROBLÈME vm. 

520. Déterminer la quantité deau que fournit une rivière 
pendant un temps donné. 

Pour arriver à la solution de ce problème, il faut calculer 
d'abord deux choses distinctes: i< la coupe verticale du lit de 
la rivière ; 2». la rapidité du Courtmt. 

I». Pour la coupe, on prend deux points A et B ( fig, 408 ) 
sur les bords de la rivière , de manière que. la droite AB soit 
perpendiculaire au courant; avec une tige graduée etinflexible 
on détermine les diverses profondeurs ab, a'b' , a'b\ etc On 
divise ainsi la coupe totale en plusieurs trapèzes dont on peut 
calculer les surfaces partieUes. Leur somme sera la surface 
totale de la coupe. 

2». Pour la rapidité, on jette un>tte«rsur l'eau, on le laisse 
entraîner au courant pendant une minute , et la distance qu'il 
à parcourue exprime cette i-apidité. 

Alors, si l'on regarde la coupé comme la base d'un prisme 
qm aurait pour hauteur le chemin fait pat le flotteur ce 
pnsme représentera évidemment le volume d'eau écoulé pen- 
dant une minute ; ainsi , le nombre de décimètres cubes que 
contiendra le produit de la coupe par la rapidité, exprimer* 
le nombre de litres d'eau que fournil. la rivière à chaque 
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PROBLÈME IX. 

'531. Trousser le volume dun cône drqh dont la hauteur est 
1 7" , 3 cr l'arête aS"» , 1 5. 

La hauteur, Tarète et le rayon de la base de ce cône for- 
meront un triangle rectangle dont l'arête aS^jiS est J'hypoté- 
nuse ; ainsi , en appelant R le rayon de la base , on aura 
R«= (25,i5)* — li7>3)' = 333,23^, et, par suite, la base 
du cône exprimée par srR^ sera a'X333,a3, laquelle multi- 
pliée par le tiers de la hauteur , donnera pour le volume de 
ce cône 

V ==1^333,23 X (17,3) = 6037,01 mètres cubes. 

PROBLÈME X. 

52a. On demande le volume et un tronc de pyramide à 
bases parallèles dont la hauteur est de 9*", 6, la base supé* 
rieure ^e 2 ,25 mhtres carrés, et la base inférieure de 4 mètres 
carrés. 

Pour avoir la base moyenne , il faut extraire la racine carrée 
du produit 2 ,25 X 4 » ensuite faire la somme des trois bases , 
la multiplier par la hauteur et prendre le tiers , ce qui don- 
nera le volume demandé , 

V = ^ C4 + 2,25+ 1/4 X 2, 25). 9, 6 = 296. mètres cubes. 
PROBLÈME XI. 

534» On demande le volume d*un tronc de cône à bases pa- 
rallèles, dont les rayons sont de 3"* et de 5"* , et dont la longueur 
de T arête est de 7". 

Il s'agit d'abord de déterminer la hauteur de ce tronc, qui 
sera donnée par un triangle rectangle dont l'hypoténuse est 
l'arête 7"", et un des autres côtés la différence des rayons des 
bases, c'est-à-dire 5 — 3 = 2"». Ainsi, H = V^7" — 2*= 6*, 7, 

Il faut de plus connaître le rayon du cercle moyen propor- 
tionnel entre les bases données, lequel sera R ar v/3x5. 
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Ënfiii y calculez les surfaces de ces trois bases qui sontir. 3^, 
ir .5*ir.3 X 5 et vous aurez,' pour le volume demandé , 

V = Jîr(3' + 5* + 3 X 5)x6,7 = 344,aa mètres cubes, 
PROBLÈiMHE XII. 

524' Jauger un tonneau. 

Un tonneau eàt la réunion de deux troncs de cônes égaux ; 
* ainsi Ton peut le cuber par la méthode donnée dans le pto<- 
blême cir-dessus. 

Mais dans la pratique on se contente de ramener un tonneau 
à un cylindre qui aurait pour base un cercle dont le rayon 
serait moyen çntre celui du bouge et celui des fonds. A la vé- 
rité ce procédé est vicieAx et ne doit être employé que pour les 
objets de peu de valeur. 

' Il existe un autre moyen assez exact, qui a été prescrit 
par le Gouvernement , et dont on fait usage dans les bu- 
reaux administratifs : il consiste à regarder une barrique 
comme un cylindre de même hauteur, qui aurait pour base 
le cercle dont 1« diamètre est celui du bouge diminué du 
tiers de la différence qui existe entre ce diamètre et celui des 
fonds. 

Soit , par exemple , un tonneau dont la longueur intérieure 
est de 0,73s, le diamètre du bouge 0,626, et celui du fond 
0,554* 

La différence de ces diamètres est 0,072, et son tiers 
0,024» ainsi, le diamètre de la base du cylindre équivalent 
sera 0,626— 0,024 = 0"», 602, etson rayon o'",3oi ; par con- 
séquent sa surface «(o,3oi )*=o, 284749- 

Cette surface, multipliée par la longueur 0,725, donnera 
pour la capacité du tonneau 

0,284749 X 0,735 = o , 2p92 28 mètres cubes ; 
ou bien 209,23 décimètres cubes ou litres. 
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PROBLÈME XIII. 

626. Cuber une poutre. 

Les poutres sotit rondes ou équarrics , mais toujours plus 
épaisses d'un côté que d^ Tautre , en sorte qu'elles présentent 
ou un tronc de cône ou un tronc de pyramide quadrangulaire. 
11 faudrait donc pour les calculer leur appliquer les règles 
données pour ces sortes de corps. 

Mais , comme les poutres en général présentent sur leurs 
surfaces des irrégularités qui font commettre des erreurs iné- 
vitables^ et que d'ailleurs leur prix n'est pas élevé, on em* 
ploie dans la pratique un procédé expéditif et suffisamment 
exact. Il consiste à prendre la demi-somme des bases me- 
surées à ses deux extrémités , et de la multiplier par la longueur 
de la poutre. 

Soit une poutre arrondie AB (fig. 409) dont les extrémités 
mal unies ne permettent pas de mesurer les diamètres : pre- 
nez , avec une ficelle , les circonférences MN et mn des deux 
bouts , faites-en la somme et prenez-en la moitié ; ou bien , 
mesurez seulement la circonférence PQ prise sur le milieu de 
longueur. Enfin / supposons qu'on ait trouvé o'",8i6 pour 
la circonférence moyenne ; alors , ce nombre divisé par le 
rapport w = 3ii^y donnera pour le diamètre o"*,26, et pour 
le rayon moyen o"*,i3. 

Par conséquent , la surface du cercle qui doit servir de base 
au cylindre équivalent sera 3, i4X (o, i3)*e=0953, et si nous 
supposons que la longueur AB = 1 2"* , 76 , le volume de la 
poutre sera enfin 0,53 X 12,75=6,67 mètres cubes. 

Si la poutre donnée était équarrie , les bases seraient des 

rectangles, et l'on prendrait leur mesure par la métbode 

connue pour ces figures ; mais, au reste, on opérerait comme 

ci-dessus. 

PROBLÈME XIV. 

526. Trouver le volume d'une sphhre dont le rajron est 
La surface du grand cercle de cette sphère sera donc 
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9rR» = 3 , i4 1 Sg X (3 , i5)*=: 38* , 48 mètres carrés , e t sa surface 
totale 4 X 38,48 = 163,92. 

Si Ton multiplie ce nombre par le tiers du rayon , on aura 
pour le volume de la sphère donnée 

3 5 
i53,g2 X "Y" ^^ *79>®7 mètres cubes. 

PROBLÈME XV. 

627. La circonférence (ùi globe terrestre, sous le méridien 
de Paris , est de ^o millions de mètres ; on demande quel 
est son ^volume et son poids ^ en le supposant parfaitement 
sphérique. 

Si Ton divise 40000000 par 9'=5 3,i4i5g, on aura pour 
le diamfbtre de la terre 12^32406" ,2^ et pour son rayon 
6366203"* 9 1 ; ainsi la surface de son grand cercle sera... 
s* ( 6366203, i)* = 1273204^44^ i%794^ mètres carrés, et 
celle de la sphère totale égale à quatre fois cette dernière , 
vaudra 

50928165764670998 mètres carrés. 

Enfin cette surface, multipliée par le tiers. du rayon y ^on^ 
nera pour le volume du globe 

1089730155894540876283,13 mètres cubes. 

Ce dernier nombre, multiplié par 1000, exprimera des dé- 
cimètres cubes ou des litres , c'est-à-dire que si le globe était 
plein d'eau, il en contiendrait 

1080730155894540876283130 litres, 

et pèserait le même nombre de kilogrammes. 

Mais , comme la densité du globe et de 4»^) il faudra donc 
multiplier ce dernier nombre par 4t5 pour avoir son poids 
effectif, qui sera de 

486328570 1 525433943274085 kilogrammes . 
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PROBLÈME XVI. 

528. Sachant que taire d^une sphère est de 728,49^ 
mètres carrés, on demande son rayon, - 

La surface d'une sphère est exprimée par 4«'R' (n^ 4^2) > 
ainsi Ton aura 

4*-R* = 728,4926, d'où R ==r yJl3^J^ = ,m^6i. 

PROBLÈME XVII. 

529. Le volumç dune sphère est de 1843,086278 mètres 
cubes j quel est son rajron ? 

D'après le n^ 5oo, nou^ aurons 

f»R'= 1843,086278; • 

d'où R=^IHî^2!^ = ,-,6.. 

* PROBLÈME XVin. 

530. Transformer unpoljèdre donné en un autre pofyèdre 
déforme différente et de volume équivalent. . 

Ce problème , présenté d'une manière générale , offre une • 
infinité de solutions , surtout si l'on n'est point limité dans les 
dimensions que doit avoir le polyèdre à construire ; mais nous 
allons envisager quelques exemples particuliers , dont la so-> 
lution pourra servijr de règle pour tous les autres cas. 

I*. Transformer une pjrramide en un parallélépipède rec-- 
tangle équivalent. 

Calculez d'abord le volujne de la pyramide donnée ; prenea 
pour base du parallélépipède cherché un rectangle arbitraire 
(si toutefois cette base n'est pas fixée d'avance) ; divisez le 
nombre qui exprime le volume de la pyramide, par celui 
qui sert de mesure à la surface de ce rectangle , et le quo* 
tient obtenu sera la hauteur que vous devez donner au paral- 
lélépipède demandé ; car le produit de la base par la hau- 
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teur de ce parallélépipède doit reproduire le volume de la 
pyi^amide. 

Ce problè^le donue une injSnité de solutions. 

Si Ton voulait que la base du parallélépipède fu^t équivsi- 
lente à celle de la pyramide y il faudrait chercher par les pro- 
cédés connus un rectangle équivalent au polygone qui sert de 
base à la pyrainide, lequel serait la base du parallélépipède 
rectangle, et ensuite prendre pour hauteur le tiers de celle 
d^ la pyramide; mais alors il n'y aura plus qu'uae seule 
solution. 

2*. Transformer un prisme en un cjrUndre équivalent. 

Prenez pour base du cylindre un cercle arbitraire ; divisez le 
volume du prisme par la surface de ce cercle et le quotient sera 
l'axe ou la hauteur du cylindre demandé. 

Si Ton voulait que ce cylindre eût même hauteur que le 
prisme donné, il suffirait de chercher pour base du cylindre 
un cercle équivalent au polygone qui sert de base au prisme 
(n^3i3). 

Soit proposé y par exemple y de construire un cylindre équi- 
valent au décimètre cube [litre) et dont le diamètre de la base 
soit de 88 millimètres: 

D'après cela, le rayon de cette base sera de 44 millimètres, 
et sa surface ^(44)** = (^ > 14^^) (44)* = 6082 millimètres car- 
rés ; mais un décimètre cube contient 1000 centimètres cubes 
ou bien 1 000000 de millimètres cubes, par conséquent, en 
divisant 1 000000 par 6082, nous aurons pour la hauteur du 
cyliudre demandé 164 millimètres et 4 dix-millimètres, ou 
bien i décimètre 644 dix-millimètres. 

3^ Transformer un prisme en une sphère équivalente. 

Calculez le volume Y du prisme donné , et posez l'équa- 
tion V = f ^R^ (dans laquelle le second membre exprime le 
volume de la sphère dont le rayon est R ) ; d'où l'on tire suc-^ 
cessivement 

«a 3V „ ' /3V 

R*= 7- et R= 1/7-. 

àTT V 4«- 
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Proposons-nous donc^ par exemple , de transformer le dé- 
cimètre cube en nne sphère équivalente : puisqu'il contient 
looo centimètres cubes, la formule ci^dessous nous donnera 
lOOO = f srR^; d*où 

• ^ /Sx lOoo . / 3ooo s ^ _« 

c'est-à-dire , que le rayon de la sphère sera de 6 centimètres 
et a millimètres. 
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CHAPITRE V. 

DE LA SIMILITUDE DES VOLUMES, 

ET DU RAPPORT DES POLYÈDRES SEMBLABLES. 



53 1. Nous avons donné le nom de polyèdres semblables 
à ceux qui sont composés d'an même nombre de £eices sem- 
blables chacune à chacune , semblablement placées et formant 
un même nombre d'angles polyèdres égaux chacun à chacun. 

Par conséquent, deux tétraèdres seront semblables dès que 
leurs arêtes homologues seront proportionnelles et semblable- 
ment placées ; car par cela seul , les £aces que ces arêtes 
détermineront dans l'un des tétraèdres , seront respectivement 
semblables à celles qu'elles formeront dans l'autre , et par 
suite les angles trièdres homologues seront égaux chacun à 
chacun. 

Ceci découle du principe (n®385) où nous avons prouvé 
que six arêtes déterminent un tétraèdre. 

Gomme les propriétés des polyèdres dépendent en général 
de celles du tétraèdre , ce sera encore de ce dernier que nous 
déduirons les conditions de similitude et les rapports qui en 
sont la conséquence. 

THÉORÈMES'. 

53a. Lorsqu'on coupe un tétraèdre par un plan parallèle à 
Vune de ses faces, on détermine un second tétraèdre semblable 
au premier. 
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Supposons que le tétraèdre S (fig. 4^5 ) soit coupé par un 
plan MNO parallèle à la base ABC; par suite de ce parallélisme, 
les quatre faces du tétraèdre partiel SMNO seront respective- 
ment semblables à celles du tétraèdre SABC ; car elles auront 
les angles égaux et les côtés bomologues proportionnels : par 
conséquent, les angles trièdres M, N, 0, seront égaux aux 
angles trièdres A, B, C, comme formés d'angles plans égaux 
chacun à ebacnn ; donc les deux tetra€^dres SABC et 51MM) sont 
semblables. 

La proposition serait également vraie, si le plan MNO ren- 
contrait les arêtes SA, SB, SG, au-delà de la face ABC, de 
manière que le tétraèdre produit fut plus grand que l'autre. 

GoBOLLAiRE. Tout plan mené parallèlement à la base d'une 
pyramide , détache une seconde pyramide semblable à la 
première ; car une pyramide n'est qu'un assensblage de té- 
traèdres , pour chacun desqueti. 1a; propc^sîlioa énoncée est 

vraie. 

THÉORÈME IL 

533. Demx tétrahdna sont semblables lorsqu'ils ont Irois 
faces semblables et semblabiement placées i 

Soient les deux tétraèdres S et S' ( fig. 4o6 ) dans lesquels 
on siqipose que les faces SAB, SAC, SBC, sont respectivement 
semblables aux faces S'A'B % SMG, S'B'C. Alors les deux an- 
gles trièdres S, S' seront égaux , comme formés de trois angles 
plans égaux chacun à chacun , et pourront être superposés de 
manière que le tétraèdre S' prenne la position SMNP ; mais , 
puisque les faces SAB, S'A'B% on bien 6MN sont semblables, 
l'arèite MN sera parallèle à BG ; par une raison analogue , MP 
s^tt parallèle à AG, et NP à BG : donc les tnangles MNP et 
ABC seront situés dans des plans parallèles , et seront sem- 
blables. Ainsi les^ngles trièdres M^ N, P seront égaux aux 
angles trièdres A, B, G , et les tétraèdres donnés sont sem- 
blables. 
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THÉORÈME III. 

534* Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont, deux 
faces semblables chacune à chacune > semblablement placées 
et également inclinées. 

Admettons ,que dans les deux tétraèdres S et S' (fig. 406) 
OQ ait les faces SAB, SAC semblables à S'A'B% S-A'C etr«ogle 
dièdre SA = S'A'. 

Les angles trièdres S et S' auront alors un angle dièdre ^al 
compris entre deux angles plans égaux chacun k cbapun , el 
seront e'gaux ; ainsi nous pourrons les faire coïncider de 
manière que S' prenne la position SMNP , dans laquelle 
SM = S'A' , MN est parallèle à AB , et MF parallèle k AC ; 
donc le plan MNP sera parallèle à ABC, et les deux tétraèdres 
donnés seront semblables ( n® 53o ). 

THÉORÈME IV. 

535. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont une 
Jace semblable adjacente à trois angles dièdres égaux chacun 

à chacun, ^ ' 

Si dans les deux tétraèdres S, S' (fig. J^oS) on a la face 
SAC semblable à S'A'C, et les angles dièdres S A=rS'A' , SC=:S'C , 
AC=: A'C ; alors les angles trièdres S et S' seront égaux comme 
ayant un angle plan égal adjacent à des angles dièdres égaux 
chacun à chacun , et Ton pourra les faire coïncider de manière 
que y prenne la position SMNP. Mais dès lors, puisque Tangle 
dièdre MN = AC, le plan MNP sera parallèle à ABC, et le& 
deux tétraèdres seront semblables (n® 533 ). 

THÉORÈME V. 

536. Deux tétraèdres sont semblables lorsqu'ils ont tous 
leurs angles dièdres égaux chacun à chacun et semUaàlement 
placés. 

En effet, l'égalité des angles dièdres entraîne celle des angles 
plans ( n® 357 ) , et par suite celle des angles trièdres , ainsi 
que la similitude des faces. 

Scolie^ Dans les théorèmes précède ns , si la disposition des 
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faces était inverse , les deux tétraèdres proposés seraient in^ 
versement semblables , c'est-à-dire que chacun d'eux sesait 
semblable au symétrique de l'autre. 

THÉORÈME VI. 

SSt. Deux poljrèdres sont semblables lorsqu'ils sont com^ 
posés d*un même nombre de tétraèdres semblables chacun à 
chacun y et semblablement disposés , et réciproquement. 

Nous savons que tout polyèdre peut être décomposé en 
tétraèdres ; ainsi , il est facile de concevoir que deux polyèdres 
donnés puissent renfermer un même nombre dé tétraèdres , et 
d'admettre que les tétraèdres partiels comparés entre eux , 
d'un polyèdre à l'autre , soient semblables chacim à chacun , 
et semblablement placés. Dans cette supposition , les faces de 
ces deux polyèdres seront nécessairement semblables chacune 
à chacune y car elles seront formées d'une ou plusieurs faices 
homologues des tétraèdres semblables, et leurs angles polyèdres 
seront égaux chacun à chacun , comme formés aussi d'un ou 
de plusieurs angles homologues des mêmes tétraèdres ; par 
conséquent ces deux polyèdres seront semblables. 

Il résulte encore de là que les diagonales homologues dans 
CCS deux polyèdres seront proportionnelles ; car ce ne seront 
autre chose que les arêtes homologues des tétraèdres partiels. 

RiciPROQUEMENT. Si deux polyèdres sont semblables, leurs 
faces homologues seront des polygones semblables qu'on pourra 
diviser en un même nombre de triangles semblables chacun à 
chacun ; en sorte que* si , par deux sommets homologues, ou 
par deux points intérieurs semblablement placés (i), on mène 
dans chaque polyèdre des lignes aux sommets de tous ces 
triangles,' on divisera les polyèdres en un même nombre de 
tétraèdres semblables et seniblablement disposés. 

Scolie. Il serait facile de faire voir que, si deux polyèdres 



(*) C'est-à-dire que les distances de chacua de ces poiiUs aux diverses faces 
du polyèdre soient proportionnelles aux arêtes adjacentes à ces faces. 
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semblables sont coupés par des plans seniblablement situés , les 
sections obtenues présenteront des polygones semblables et 
formeront des polyèdres partiels semblables chacun à chacun. 

538. Dans les polyèdres réguliers les conditions de simili- 
tude sont plus simples. En effet, il est évident d'abord que 
deux polyèdres réguliers de même nom sont semblables, car ils 
ont un même nombre de faces semblables et d'angles polyèdres 
égaux entre eux. Ainsi, tous les tétraèdres réguliers sont sem- 
blables, tous les cubes sont semblables , etc.. 

Ensuite , on voit clairement que deux prismes réguliers ou 
deux pyramides régulières sont semblables dès que leurs bases 
sont des polygones semblables, et que leurs hauteurs sont pro- 
portionnelles aux côtés homologues des bases. 

De même deux cylindres , ou deux cônes droits , sont sem- 
blableslorsque leurs hauteurs sont proportionnelles aux rayons 
des bases. 

Toutes les sphères sont semblables , et deux calottes , deux 
fuseaux , deux coins , deux secteurs , pris sur des sphères diffé- 
rentes, sont semblables lorsqu'ils correspondent à des arcs 
d'un même nombre de degrés. 

Deux pyramides sphériqnes , prises dans dés sphères diffé- 
rentes , sont semblables lorsque les angles polyèdres formés au 
centre de ces sphères sont égaux. 

THÉORÈME VIL 

539. Les volumes de deux tétraèdres semblables sont propor* 
tionnels aux cubes construits sur leurs côtés homologues. 

Soient S, S' (fig. 4.06) deux tétraèdres semblables ; on pourra 
toujours les placer l'un dans l'autre de manière qu'ils aient un 
sommet S commun , et que leurs bases ABC, MNP soient pa- 
rallèles. Alors leurs hauteurs seront. sur, une même ligne SO 
perpendiculaire à la fois à ces deux bases , et d'après le.n° 389, 
les arêtes SA , SB , SG , ainsi que la hauteur SO , seront coupées 
en parties proportionnelles par le plan MNP ; ainsi l'on aura 

SA : SM :: so : SD :: ab : mn. 
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D'un autre coté , les triangles semblables ABC , MNP donnent 

ABC : MNP :: âb' : M»! 

Mais, à cause des égalités MNP=A'B'C ,MN=A'B' ,SD=S'0', 
les proportions ci «dessus deviennent 

se : S'a' :: ab : a'B', 
ABC :a'b'C:: âb': a'F, 

et en mtiltipliant ces deux dernières terme à terme, on 
obtiendra 

ABCxSO : A'B'CxS'Q':: ab': a'B', 

K- ABCxSO : A^B^C^XSO .. .^s^ — ,3 
ou bien ■ ■ ^ 5 :: AB : AB. 

Or, les deux premiers termes expriment les volumes des 
deux tétraèdres donnés , et les deux derniers les cubes de leurs 
côtés homologues ; donc la proposition est démontrée. 

540. Corollaire 1*'. Puisque deux polyèdres semblables 
sont composés d'un même nombre de tétraèdres semblables 
chacun à chacun , il est démontré qu'ils sont proportionnels 
aux cubes construits sur leurs côtés homologues. En effet ^ 
ce principe étant vrai pour ces tétraèdres partiels, il serait £a« 
cile de former une suite de rapports égaux , d'où on le dédui* 
rait pour les deux polyèdres proposés. 

Corollaire 2. Les prismes, les pyramides , les cylindres, les 
cônes semblables sont proportionnels aux cubes de leurs 
arêtes homologues , de leurs hauteurs , et des rayons de leurs 
bases. - 

Les polyèdres réguliers de même nom sont proportionnels 
aux cubes de leurs arêtes et des rayons des sphères inscrites 
et circonscrites. 

Les sphères sont proportionnelles aux cubes de leurs rayons 
ou de leurs axes. 
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' Scoli<f 1 . Pour se faire une idée précise de cette proportion- 
nalité, il faut admettre que l'on ait deux polyèdres sem* 
blables , et que sur deux de leurs arêtes respectives on construise 
des cubes. Alors les volumes de ces polyèdres seront dans le 
même rapport que les volumes des cubes obtenus ; c'est-à* 
dire que si ces deux cubes sont le double, le triple, etc., l'un ^ 
de l'autre , les polyèdres donnés seront aussi le double , le 
triple , etc. , l'un de l'autre. 

Mais pour obtenir le rapport de leurs volumes , il n'est pas 
nécessaire de construire les cubes indiqués , il suffit de mesurer 
les longueurs de deux arêtes homologues , et d'élever au cube 
les nombres trouvés. 

Cette relation est très propre à faire connaître \e volume de 
tous les polyèdres semblables à un polyèdre donné, dès que 
l'on a celui de ce dernier. En eifet, soit P un polyèdre doÂt 
le volume est connu, et Q un second polyèdre semblable à P ; 
soient A et a deux de leurs arêtes homologues, ou bien les 
nombres qui leur servent de mesure , on aura la proportion 

P : Q :: A» : a\ 

dans laquelle l'inconnue Q s'obtiendra par la formule Q= ■ ^ . J 

54 1 • Scolie 2. Observons encore que les surfaces des polyèdres 
semblables étant composées d'un même npmbre de polygones 
semblables chacun à chacun, seront proportionnelles aux 
carrés des arêtes homologues , pendant que leurs volumes se- 
ront comme les cubes de ces mêmes arêtes ; ce qui prouve que 
les volumes augmentent plus rapidement que les surfaces qui 
les recouvrent, et qu'avec une enveloppe double on peut re- 
cou^^rir beaucoup plus du double volume. 

PROBLÈME I«. 

542. Construire un polyèdre semblable à un polyèdre donné, 
mais dont les volumes soient entre eux comme M ; N. 

La solution de ce problême résulte immédiatement du théx>- 
rême précédent, car en représentant par P le polyèdre donné, 
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> par A une de ses arêtes , par X le polyèdre cherché , et pai5> 4? 
l'arête homologue à A , on auya les deux proportions : 

p : X :: M : N et p : X :: h?. : xS 

3 , 

ou bien M : N :: A» : x', d'où x = y^ -— -. 

La valeur de x étant connue , il s^agira de construire sur elle 
un polyèdre semblable à P ; ce qu'on exécutera en faisant une 
suite de tétraèdres semblables à ceux qui composent P, et 
dont les arêtes soient respectivement à celles dé ces dernières 
comme x : A. 

Ainsi y par exemple , supposons qu'on veuille construire une 
pyramide semblable à celle de la figure. 3:20, dont Tarète 
AB = 3"" ,5, la hauteur SO ±= 7*-, 25, et mille fois plus grande 
qu'elle. 

Représentons par x l'arête homologue à AB, et par j- la 
hauteur de la pyramide cherchée ; on aura évidemment les deux 
proportions : 

s ^.^._^__ 
I : 1000 :: (3,5)^ : x% d'où x= \/îooo.{3j5)»=35-, 



1 : lOOO :: ilM? «^S d'où X=. 1/îOOO.(7,25)^ = 72«,5; 

. On voit donc que les dimensions de la nouvelle pyramide 
doivent être dix fois plus grandes que celles de Tancienne, 
pour que son volume soit mille fois celui de la pyramide 
donnée. 

Connaissant les valeurs de x et de j^, on construira la 
pyramide de la manière suivante : sur une ligne x de 35"» de 
longueur, on décrira un polygone semblable à la base ABCDE 
(fig. 32o) ; on cherchera sur le plan de ce polygone un point 
analogue au pied o de la hauteur SO ; par ce point on élèvera 
une perpendiculaire égale à 72", 25, de son extrémité on 
tirera des droites à chaque sommet du polygone construit , et 
la pyramide sera formée. 
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On poarraiC employer d'autres modes de construction b;|L8és 

sur les diverses propriétés de la pyramide. 
On conçoit aussi qu'il serait facile d'appliquer ce problème à 

tout autre polyèdre. 

PEOBLÈMEII. 

544. Construire un polyèdre semblable à un polj-èdre donné, 
mais double. 

Ce problème n'est qu'un cas particulier du précédent. Son 
énoncé donne la proportion 

I : a :: i^ : x^, d'où x s= j/â. 

€ette racine incommensurable indique que le problème est 
insoluble , rigoureusement parlant , nuds on peut atteindre un 
degré quelconque d'approximation. 

C'est là le problème de la iktplication du cube, qui , comme 
on voit , doit être mis au rang de la quadrature du cercle^ 

PROBLÈME m. 

545. Un vase d'une forme cylindrique ayant ^o"45 de hau^ 
ieur et o",24 de diamètre, contient 20"', 34 deàu; on veut 
construire un autre vase semblable au premier, et qui con-^ 
tienne 9**S66 déplus : quels doivent être la hauteur et le dia- 
mètre de ce dernier? 

D'après cet énoncé , le second vase doit contenir 

20«',34 + 9«S66 = 3o litres d'eau. 

Mais , comme il doit être semblable au premier , il faudra 
que ses dimensions soient calculées d'après le principe du 
n*> 540. 

Ainsi, soit X la hauteur de ce vase, et Y le diamètre de sa 
base , on aura alors la proportion ■■ ' % 

20,34 : 3o :: (0,45;? : x^, 
20,34 : 3o :: (0,24)' : y^ 

23 
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lesquelles donueront pour les dimensions du vase demande 

'Cet exemple numérique suffit pour faire couqMrendre la 
niaaiëre do&t il faudrait opérer dans tons les cas analogues. 

Si le yase donné avait trois dimensioûs distinctes , tel qu'un 
parallélépipède^ par exemple ^ on serait conduit à poser trois 
proportions^ car il y aurait trois incondues à déterminer. 



FIN. 
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Ï)U développement des Polyèdres. 

lies élèves éprouyeni; ordisaireincât quelques difficultés 
{itoor comprendre y sur une simple gravure , la forme précise 
des polyèdres et les diverses constructions qu,e l'on est obligé 
d'efFectuer pour la démonstration des théorèmes qui les con- 
cernent { c'est pourquoi il est utile d'indiquer ici la manière 
de représenter ces corps en relief. 

Pour y parvenir , il faut connaître leur dépehppemem^ 
c'est-à-dire la figure rectiligne que présentent les faces d'un 
polyèdre étalées sur un plan tout en restant contiguës deux à 
deux. Alors on trace c^ développement 'svùt un carton ^ oià 
le découpe, on incise les côtés communs aux faces adjacentes 
jusqu'à la demi-épaisseur du carton, pour foriner une espèce, 
de charnière ; ensuite on replie les diverses faces pour réunir 
celles qui doivent former le même angle polyèdre , et on les 
fixe en collant sur chaque arête une petite bande de papier en 
t:ouleur. 

Les élèves sont invités à construit'e eux-mêmes tous les dé« 
veloppemens que nous allons indiquer ^ et à relire ensuite les 
chapitres II, III, IV de la seconde partie de ces élémens, 
«n substituait les corps en relief aux figures gravées. 

• ♦ 
Déçeloppement du prisme et du c/lindre. 

On peut avoir deux buts difFérens à remplir quand on se 
propose de faire un développement, selon que le polyèdre 
est donné d'avance , ou bien que l'on veut se borner à cons« 
tniire un polyèdre d'une espèce déterminée ayant des dimen- 
sions arbitraires. 

î3. . 
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Prisme triangulaire oblique, i*. Proposons-nous d^abord 
de construire avec du cartoii un prisnfe triangulaire oblique 
arbitraire. 

Traçons sur un carton un parallélogramme quelconque 
abcd (fig. 4^^) * P^^ ^^ sommet d tirons sous un angle arbi-- 
traire la ligne dg ; d'un point .^ de cette ligne abaissons une 
perpendiculaire gg' sur de , et par le sommet a portons sur 
cette perpendiculaire une oblique ag' d'une longueur quel- 
conque, mais telle pourtant, que Y on Bit ag'^da^^dg^ et 
d^ ^da + dg y sain» quoi il n'y aurait psls de prisme possible. 

Ensuite achevons les devtx parallélogrammes dghc^ og^Hb-^ 
et sur les côtés opposés ad, cb décrivons les deux triangles 
égaux adg" ^cbV dans lesquels d^THszcVxazdg et ûg''=sbh''sssag' . 
Enfin, découpons la figure ainsi obtenue pour former le 
prisme ADGBGfi. 

' Selon que les incisions des charnières teront faites du c6lé 
des traits marqués sur le Carton, ou du côté opposé, on ob- 
liendta le prisme indiqué ou bien son syniétrique , en sorte 
qu'en faisant deux fois le même développement et en décou^ 
jpant l'un d'un côté et l'autre de l'autre côté , on formera deux 
prismes triangulaires symétriques dont la réunion composera 
un parallélépipède. 

2^. Si nous supposas maintenant que le prisme A€ dont 
on veut avoir le développement soit donné , il nous sera facile 
de comprendre que le mode d'opérer doit être le même que 
ci-dessus , avec la seul» différence qu'au lieu de construire deà 
parallélogrammes arbitraires , il faudra faire suocessivement 
adcb = ADGB , dghc = DGHCet ag'hfb = ÂGHB. 

Prisme triangulaire droit. Le développement de ce prisme 
est facile : il sui&t de construire un rettàngle plus 6u moins 
grand, de le diviser en trois rectangles AG,AD^ CH (fig. 4i 1)9 de 
manière que l'un soit moindre que la somme des deux autres, 
de tracer les triangles égaux ANC', BPD ayant pour côtés les 
bases respectives des trois rectangles , et de découper la figure. 

Si les trois rectangles partiels, étaient égaujc, le prisme serait 
régulier. 
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Prisme pcijr^nal droit. Pour obtenir le développement 
d'un prisme pareil, iVfâut construire les deux polygones égau^ 
P et Q (6g. 4^4 ) ^^ doivent lui servir de bases, et les placer 
de manière qu'ils aient un cdte' parallèle , et que leur distance 
A6 soit égale à la hauteur qu'on veut lui donner. Il.faHt 
ensuite former sur les prolongemens des côtés parallèles AC, 
BD, des rectangles cou tigus ayant AB pour hauteur columime» 
et pour bases les côtés respectifs du polygone P. 

Si les deux polygones P et Q sont réguliers, le prisme le 
sera aussi. 

Prisme polygonal oblique. Si .l'on voulait développer le 
prisme oblique AH (fîg. ^\5 et ^i&)y il faudrait construire 
un polygone ABGDË égal à la base de ce prisme, et tracer sur 
chacun des côtés AB, BG, GD(fig. 4^6), des parallélogrammes 
respectivement égaux aux pans du prisme AH (fig, 4<^) ci^** 
^jiite sur la basfe supérieure de l'un d'eux , décrire un second 
polygone égal à ABGDË, et symiétriquement placé. 

Ce procédé peut donner àev^ prismes symétriques l'un de 
l'autre. 

Au lieu de développer le prisme entier, on pourrait le dé* 
composer en prismes triangulaires , effectuer le développement 
de chacun d'eux , et les réunir ensuite d'après le même ordre 
q^u'ils ont dans le prisme donné. C'est là un moyen de rendre 
sensible la composition et la décomposition des prismes polyr 
gonaux en prismes triangulaires. 

Ici encore on obtiendra le prime donné ou son symétrique. 

Parallélépipède rectangle. Construisez un rectangle A 
(tig. 4^^) ; ^^^ chacun de ^s côtés formez-en un autre de ma-^ 
nièrelque les quatre rectangles B, B', G, G', aient même hau- 
teur^ et à côté d'un de ces derniers faites un sixième rec* 
tangleA'ssA. 

Si les rectangles B, B\ G, G^, étaient de la même hauteur 
que A, le parallélépipède serait régulier. 

Parallélépipède oblique. Prenez un rectangle A (fîg. ^i3) ; 
tracez sur ses grands côtés deux parallélogrammes égaux B^ B', 
çt sur les deux autres côté^ deux rectangles G, C, tfls que 



Digitized 



by Google 



l^M APPENDICE. 

bd^=zbg zz mn. Enfin ; tracez un aalte rectangle A^ == A.. Ce 
' sera là le développement da parallélépipède AH (fig. 323). 
Cjlindrc. Pour obtenir le développement d'un cylindre^ 
tracez deux cercles égaux GA, OB (fig. 4^7) > pl^cez^les à uie 
distance égale à la haujteur que doit avoir ce cylindre % joi-« 
gnez leurs centres par la droite GO, et par les points A etB* 
menez des tangentes sur lesquelles vous constmisez un rec-^ 
tangle dont la base 6H = 2s-Ry R étant le rayon CA de la base 
du cylindre; c'est-à-dire GH = 2,GA X3,t4i59, longueur 
de la circonférence des bases du cylindre demandé. 

Dés^loppemenfi de la Pyramide et du ÇÔne, 

Pour tracer le développement d'une pyramide» il fiiut faire 
attention qu'elle est composée d'une suite de triangles qui 
ont même sommet , et dont les bases vont s'appuyer sur le 
périmètre d'un polygone. Ces triangles peuvent être quel-, 
conques et très différens les uns des autres ; mais , pris deux 
à deux f ils ont toujours un côté commun qui formé une des 
arêtes latérales de la pyramide. 

Cela posé, soit une pyramide S (fig. ^i8) ; construisez un . 
polygone abcde égal à la base ABGDE ; de chaque sommet 
éf^bfCfdjC^ avec des rayons respectivement égaux aux arêtes 
SA, SB, SG^ etc.i . . • décrivez des arcs de cercle qui , en s» 
coupant deux à deux , détermineront les sommet M, N, (X, 
P, Q ; joignez ensuite ces derniers aux points û, ft, c, J, e, et 
vous aurez le développement de la pyramide donnée. 

En découpant cette figure vous formerez une pyramide égale 
ou symétrique à S, selon le sens dans lequel on repliera les, 
faces. 

Sans avoir une pyramide donnée d'avance , si l'on voulait 
eu construire une, il faudrait tracer un polygone arbitraire, 
et de chacUiU de ses sommets décrire des arcs qui s'entrecou- 
passent deux à deux. 
$i dans ce «^s l'ouverture de compas était la même pour 
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tox» les somaiets du polygone , la pyramide obtenue serait 
droite » car toutes ses arêtes latérales seraient égales. Mais 
observons que, pour qu'une telle pyramide soit possible , il 
hxkt que le polygone pris pour base soit inscriptible dans un 
cercle. Enfin y^ si le polygone pris pour base est régulier 
la pyramide sera aussi régulière , et le développement sera 
(fig. 419) , «valogwe à la figure 419* 

Tronc de pyramide» Pour obtenir le développeraient d^un 
tronc de pyramide (fig« 4 18) 9 îl ^^^^ opérer comme potu: une 
pyramide entière , et ensuite prendre sur un de ses côtés un 
point r, d'où l'on mènera une parallèle /v à la base correspon* 
dante; porter la distance es de e en v; par le point v mener 
vx parallèle à ^a, et ainsi de suite. Toutes ces parallèles Aé^ 
termineront la base supérieure du tronc. 

Pour faire en général le développement d'un polyèdre quel- 
«sonque, on pourra suivre une marche basée sur les cons- 
tructions ci -dessus, et y parvenir aisément dans chaque 
cas. 

Au reste; quand on a pour but 4e construire un polyèdre- 
en carton, il est facile de le décomposer en tétraèdres , de 
développer chacun d'eux, et de les réunir, ensuite d'après Tordre 
qu'ils ont dans le corps donné. Ainsi , tout se réduit à faire 
le développement d'un tétraèdre donné i ce qu'on exécutera 
d'après le procédé indiqué pour la pyramide. 

Soit donc ABC (fig.. 42^0) la base du tétraèdre Saftc: du som- 
met A avec un rayon égal à l'arête Sa, décrivez un arc de 
cercle; du sommet B avec un rayon égal à l'arête Sby dé- 
crivez un autre aro; enfin, du sommet G avec l'arête &c\ 
décrivez un troisième arc. Les intei*sectidns respectives de ces 
arcs détermineront le développement' du tétraèdre donné. 

Cône. Pour développer un cône, il faut se rappeler que la 
circonférence de sa base est l'arc d'une circonférence dont 
rareté de ce cône est le rayon , et que les circonférences sont 
proportionnelles à leurs rayons. 

Soit donc un cône SDB (fig f^ii) : décrivons un cercle OT • 
égal à sa base CD ; prolongeons le rayon OT d'uiie quantité TA 
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égale à l'arête SD , et du point A avec le rayoo AT, déeiivand 

une circonférence qui sera tangente à OT. Ensuite ckerehoo» 

le rapport qui existe entre l'arête SD et le rayon CD, et ce 

rapport indiquera le nombre de fois que la circonférence AT 

contient la longueur de la circonférence OT ;, car on a la 

proportion 

cire. AT : cire. OT :: AT : OT :: SD : CD. 

. Alors on divisera 36o^ par ce rapport , et le qii4>tiei|t obtenu 
sera le nombre de degrés que doit avoir Tare appartenant à. 
cire. AT qui sera. capable d'envelopper la circonférence delà 
base OT. Ainsi, Ton fera au centre A l'angle MAN^al à. ce 
quotient, et l'arc MTN sera, égal à cire. OT. 
Si, par exemple , on voulait le développement d'un cône 
. équilatéral, c'est-à-dire tel que SDvrac 2. CD (fig. 4^^^) , on 
aurait alors cire. OT = ^circ. AT^ et pour le construire, il 
iaudrait^sut le prolongement du rayon OT, prendre AT=2 . OT, 
décrire du point A la demi-circonférence MTN qui serait égale 
à drc. OT. 

Pour avoir le développement d'un tronc de cône (fig. 4^1) , il 
faut décrire du centre A un cercle jm^n concentrique avecHTN^. 
et qui sera la base supérieure de ce tr6nc. 



Développement des trois Tétraèdres que contient un 
Prisme triangulaire. 



Soit le prisme triangulaire ABGDGH (fig. 4^3) ; supposons-le 
coupé par les plans DGG, ACG qui le diviseront en trois té- 
traèdres que nous allons développer. 

Pour le premier CDHG, faites un triangle T égal à la base 
DHG ; de ses soiQmets avec des rayons respectivement ég^iux 
attx arêtes adjacentes DC, HC, GC, décrivez des arc3 qui en 
.se coupant détermineront le développement du tétraèdreCDHG. 

Pour le second GGBA ; faites un triangle T' égal à AÇB, et de. 
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8^3 sommets, a^eodes rayons éganx aux arêtes AG , BG, GC, 
décrivez des arcs qui détermineront le développement de ce 
second. 

Pour le troisième GADG , construisez un triangle T" égal 
â ÂSG, et décrivez des arcs avec dès rayons égaux aux arêtes ' 
CA, CD, CG. 

Découpez les trois développemens ; f<»mez les trois tétraèdres, 
et en les réunissant vous obtiendrez le prisme donné pu son sy- 
luét^que , selon le sens dans lequel vous replierez les faces. 

On peut , par une méthode analogue , obtenir les développe- 
mens des tétraèdres qui composent un tronc de prisme ou un 
trp])c de pyramide triangulaires. 

Déwloppement des^ cinq Pàfyèdres réguliers. 

Tétraèdre régulier. Pour construire le développement de ce 
polyèdre , tracez un triangle équilatéral ABC ; joignez les mi- 
lieux de ses cAtés par des droites ab^ ac^ bc, qui le diviseront 
en quatre autres triangles équilatéraux égaux , et vous aurez 
le développement demandé. 

Octaèdre régulier Formez, deux triangles équilatéraux 
égaux ABC, GHK (fig. 4^5), placés de manière qu'ils aient 
la moitié d'un côté commune; joignez les milieux de leurs 
côtés respectifs pour diviser chaque triangle en quatre trian- 
gles partiels égaux. Découpez ensuite ; et en réunissant les som- 
mets K et A', ainsi que G et B', vous 'obtiendrez un octaèdre 
régulier. 

Icosaèdre régulier. Construisez deux triangles équilatérailx 
égaux MNP, QRS (fig. 4^6), placés Tun dans l'autre de ma* 
nière à ce que leurs côtés se coupent par leurs tiers respec- 
tifs et forment une étoile dont les six branches soient six 
triangles équilatéraux égaux y et dont rintérieur présente un 
hexagone régulier divisible en six autres triangles égaux aux 
premiers. 

Répétez la même construction pour, former une seconde 
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étoile ^le à la premièrry et qui ait avec^élli an c6té com-* 
miniQP^ 

Alors y retranchez de ebaqne étoile les losanges semblable-^ 
mentpiacésMFOB'yM'AO'B; enSnite â6:oapez et téanissez les 
sommets f^V^ ainsi cpe A et B ; alors les triangles exté- 
rieurs s'enchâsseront les uns dans les autres pour former le 
polyèdre demandé. 

Cube ou hvxakdre régulier. Connttmset six carrés égaux 
(fig. 4^7) et disposés en forme de croix , comme l'indique }A 
figure. 

Dodécaèdre régulier. Construisez un pentagone régulier 
(fig. 428} sur les côtés duquel tous en tracerez cinq autres 
égaux à celui-là. Répétez la même construction arec six pen-^ 
tagones égaux aux premiers , et disposez ces deux parties de 
manière qu'elles aient un côté commun. Ensuite décom- 
posez , et en réunissant les arêtes, vous obtiendrez le dodé-^ 
caèdre régulier. 

Il existe encore trois polyèdres dont il est bon de connaître 
le développement. 

Rhomboèdre»^ On donne ce nom à un polyèdre composé de 
six losanges égaux. 

Son développement est indiqué par la fi^re 429* 

Dodécaèdre rhomboïdal. C'est un polyèdre formé de douze 
losanges égaux. La figure 436 représente son développement. 

Observons que pour qu^un losange puisse servir à la forma- 
tion de ce dodécaèdre, il faut que Tangle obtus de ce losange 
soit moindre que f d'angle droit ou que 120®. 

Trapézoedre, Ce corps, improprement appelle trapézoèdre- 
(fig. ^ii)y se compose de vingt-quatre quadriklères sy- 
métriques égaux. Soii développement est indiqué par la fi-^ 
gure. 

Les angles polyèdres dé ce corps sont à trois et à quafire^ 
fiices ; ce qui restreint la forme du quadrilatère employé. 

En efiet, un quadrilatère symétrique doit par sa nature 
avoir au moins un angle obtus; mais il est facile de voir cpie 
dans ce cas-ci il ne peut en avoir qu'un seul , car il ne serait 
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pas possible de foimer les angles à quatre faces du trapëzoèdre 
avec des angles plans obtus. De plus , l'angle obtus de ce qua« 
drîlatère ne doit pas Taloir f d'angle droit on 120^. 

I^ous termmerons enfin œt appendice par la construction de 
la sphère ou 6afim. 

Sphère» La construction de ce corps s'e£fectue en collant ou 
cousant ensemble douze bandes de papier ou d'éipffe (fig. 432), 
égales à la surfeice du fuseau ^ui correspond à un angle de 3o^ 
ou -^ d'angle droit* 

Pour tracer cbacune de ces bandes , il faut employer lepro*. 
cédé suivant s 

Faites un angle droit ABC dout les côtés BA, BC soient égaux 
aurayon de lasphère demandée; décrivez l'arcÂC; divisez-le en 
six parties égales , et par les points de division a , b^c^d^e me- 
nez sur BC les perpendiculaires «tm^ brijÇOj dpy.eq. Ensuite , 
par le milieu M de Aa » joignez MB , et du sommet B avec des 
rayons successivement égaux aux lignes aniy bn^ cQj dp^ eq^ 
décrivez les arcs de cercle marqués i , a, 3, 4» ^* 

Après cela , tracez une droite XY sur laquelle vous marque- 
rez douze fois lalongueur dç la corde Aa, et ensuitç de son^ni- 
lieu avec un rayon égal à la corde AM, décrivez une circon- 
férence ; des deux points marqués 0\ avec un rayon égal à la 
corde 1 ..«i , décrivez une autre circonférence ; et enfin des points 
O''» 0"", etc.,... avec des rayons successivement égaux aux 
cordes 2. ...a, 3.«*.3, etc. , . . • décrivez des circonférences 
qui seront de plus en plus'petites. 

Alors, Conduirez une courbe qui soit tangente à toutes ces 
circonférences, et vous aurez formé un fuseau qui sera la 
douzième partie de la surface de la sphère qui aura AB pour 
rayon ; en sorte que douze fuseaux pareils cousus ou collés, 
l'un contre l'autre composeront le ballon demandé. 
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